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Valmistaudu pitkan- tai lyhyen matematiikan
kirjoituksiin ilmaiseksi Mafynetti-ohjelmalla!

B Harjoittelu tehdaan aktiivisesti tehtavia ratkomalla. Tehtavat kattavat kaikki
yo-kokeessa tarvittavat asiat.

B Lasket kynalla ja paperilla, mutta Mafynetti opettaa ja neuvoo videoiden ja
ratkaisujen avulla.

B Mafynetti huolehtii kertauksesta, joten et unohda oppimiasi asioita.

B Mafynetti on nyt kokonaan ilmainen!




YLIOPPILASTUTKINTO- 20.3.2013 MATEMATIIKAN KOE
LAUTAKUNTA LYHYT OPPIMAARA

Kokeessa saa vastata enintdadan kymmeneen tehtavaan.

1. a) Ratkaise yhtalo 2(x+4)—-3(x—-3)=0.
b) Laske lukujen E ja é kdanteislukujen keskiarvo.

3a—6a’

c) Sievenna lauseke 3
a

2. a) Millda muuttujan x arvoilla 4x+17 on suurempi kuin 2 —x?
b) Ratkaise yhtalo x* +14x=—49

c) Suora kulkee origon ja pisteen (2,3) kautta. Kulkeeko se myds pisteen (48,75) kautta?

3. a) Laske derivaatta (1), kun f(x)=x(x+2)-5.

X
b) Ratkaise yhtalo 57! =252,

4. Alpo, Sanna ja Pauli palaavat samalla taksilla ylioppilasjuhlista. Alpon jadadessa pois mittari
nayttaa 21,90 €, Sannan jaadessa 28,20 € ja matkan loppusumma on 33,50 €. Matkan hinta
paatetdan jakaa seuraavalla tavalla: Alpo maksaa kolmasosan matkan alkuosuuden hinnas-
ta. Sanna maksaa kolmasosan alkuosuudesta ja puolet keskiosuuden hinnasta. Laskun lop-
puosa jaa Paulille. Kuinka paljon kukin joutuu maksamaan?

5. Tahtiharrastaja katselee yoéllisia tdahdenlentoja pihalla, joka sijaitsee kahden kerrostalon va-
lissd kuvan mukaisesti. Talojen korkeudet ovat 39 m ja 26 m. Kuinka kaukana korkeam-
masta talosta molempiin suuntiin avautuu yhta suuri kulma & maanpinnan tasosta katsot-
tuna?
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6. Tennispalloja myyddan suoran ympyralierion muotoisessa pakkauksessa, johon mahtuu
nelja palloa tiiviisti paallekkain pakattuna. Tennispallon halkaisija on 6,68 cm. Kuinka monta
prosenttia pakkauksen tilavuudesta pallot tayttavat? Anna vastaus prosentin tarkkuudella.

<http://www.fruugo.fi/wilson-tour-davis-cup-official-tennis-balls-12-dozen/p-1431131>. Luettu 5.3.2012.

7. Mita arvoja funktio f()c)=2)c3 +2x% —10x+5 saa vililla [0,2]?

8. Vuonna 2005 yksityishenkildiden maksuhdirididen lukumaara Suomessa oli 422 500, ja

vuonna 2011 se oli 1 460 500.

a) Kuinka monta prosenttia maksuhairididen lukumaara kasvoi talla aikavalilla? Anna vas-
taus prosentin tarkkuudella.

b) Vuonna 2011 ministerid asetti tavoitteeksi vdhentdd maksuhairididen maaran nel-
jassa vuodessa takaisin vuoden 2005 tasolle. Kuinka monta prosenttia maara vahenee
vuodessa, kun vuotuinen vahenemisprosentti on sama? Anna vastaus prosentin kym-
menesosan tarkkuudella.

Uudet maksuhairiot 2005-2011
1800 000

1600 000 r

1 400 000
1200 000 | -
1,000 000 |
800 000 |
600000 F—
400000 pmmm L o 0 0
200000 4 — —7b —1 —F —
0

2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011

HenkilGille mYrityksille

<http://www.asiakastieto.fi/asiakastieto/tilastot/maksuhairiot/>. Luettu 5.3.2012.

9. Nelidn piiri on yhta pitka kuin ympyran keha.
a) Kuinka monta prosenttia nelion pinta-ala on pienempi kuin ympyran pinta-ala?
b) Kuinka monta prosenttia ympyran pinta-ala on suurempi kuin nelion pinta-ala?
Anna vastaukset prosentin kymmenesosan tarkkuudella.



10.

11.

12.

13.

Noppaa heitetdaan kaksi kertaa. Milla todenndkdisyydella
a) silmalukujen summa on vahintaan kahdeksan?
b) silméalukujen summa on suurempi kuin niiden tulo?

Lukujonossa (a,) on a,=2 ja a, :?. Madrita jonon sadan ensimmadisen termin summa,

kun jono on
a) aritmeettinen
b) geometrinen. Anna taman kohdan vastaus miljoonan tarkkuudella.

Valmistajan tarkistusmittauksissa todettiin, ettd hajuvesipullon sisallon maara noudattaa
normaalijakaumaa, jonka keskiarvo on 52 millilitraa ja keskihajonta on 1,25 millilitraa. Milla
todennakaoisyydelld hajuvesipullon sisdltoé on alle 50 millilitraa?

Mikropiirin transistoreiden lukumaara N = N(¢) on kasvanut alla olevan kuvan mukaisesti.

Ajanhetkelld =0 (vuosi 1971) lukumaara oli 2 300, ja hetkellda =40 (vuosi 2011) se oli

2 600 000 000. Lukuma&ra noudattaa mallia N(¢) = N(0)e™.

a) Madrita vakion a kaksidesimaalinen likiarvo ndiden tietojen perusteella.

b) Perustele a-kohdan avulla niin sanottu Mooren laki, jonka mukaan transistoreiden luku-
maara kaksinkertaistuu noin kahden vuoden vdlein.

Ikm
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1 000 000 000 -
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100 000 000 -

10 000 000

Pentium
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100 000+

10 000 +
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14. Yhtio valmistaa kannykkakoteloita, joiden valmistuskustannukset ovat 12,30 € kappale.

15.

Taman lisaksi yhtion kiinteat kustannukset ovat 98 000 euroa. Koteloita myydadan aluksi

17,99 eurolla, mutta viimeiset 25 % myyddan varaston tyhjentamiseksi 14,00 eurolla

kappale. Oletetaan, ettd yhti6é saa myytya kaikki kotelot. Tehtdvassa ei oteta huomioon

verotusta.

a) Muodosta lauseke, joka kuvaa yhtion kokonaiskustannuksia koteloiden valmistusmaaran
x avulla lausuttuna.

b) Muodosta lauseke, joka kuvaa yhtion saamaa voittoa valmistusmaaran x avulla lausut-
tuna.

¢) Kuinka monta koteloa yhtion taytyy valmistaa, jotta kiintedt kustannukset saadaan katet-
tua ylla mainitulla hinnoittelustrategialla?

Alla on funktion f(x)= Asin(bx) kuvaaja vililli x € [-720°,720°]. M&arita kuvaajan perus-
teella

a) vakion A4 arvo

b) vakion b arvo

c) funktion f lyhinjakso L, jolle patee L >0 ja f(x+L)= f(x) kaikilla x.

4

2 f(x) =A4sin(bx)

1_

f T T T T
-720° -540° -36 -180° A 180° 36 540° 20°
-2 -
— 3 —
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Arviomme tehtavien pisteytyksesta
on merkitty sinisella tekstilla.

Lyhyt matematiikka, kevat 2013
Mallivastaukset, 20.3.2013

Mallivastausten laatimisesta ovat vastanneet filosofian maisteri Teemu
Kekkonen ja diplomi-insin6éri Antti Suominen. Teemu Kekkonen on opet-
tanut lukiossa viiden vuoden ajan pitkdd ja lyhyttd matematiikkaa seka fy-
siikkaa. Antti on toiminut neljd vuotta tuntiopettajana Teknillisessé korkea-
koulussa ja sen jélkeen lukiossa. Antti ja Teemu ovat perustaneet MAFY-
valmennuksen ja opettavat sen kaikilla kursseilla ympéri vuoden. Namé mal-
livastaukset ovat Antti Suominen Oy:n omaisuutta.

MAFY-valmennus on Helsingissa toimiva, valmennuskursseihin sekd ma-
tematiikan ja luonnontieteiden opetukseen erikoistunut yritys. Palveluitam-
me ovat

o ladketieteellisen valmennuskurssit

o DI-valmennuskurssit

 yo-kokeisiin valmentavat kurssit
 arkkitehtuurin valmennuskurssit

o Mafynetti - sidhkoéinen oppimateriaali

Julkaisemme internet-sivuillamme kaiken palautteen, jonka asiakkaat anta-
vat kursseistamme. Nain varmistamme, ettd palveluistamme kiinnostuneilla
ihmisilla on mahdollisuus saada tarkka ja rehellinen kuva siitd, mitd meiltd
voi odottaa.

Tama asiakirja on tarkoitettu yksityishenkiloille opiskelukéyttoon. Ko-
pion téastd asiakirjasta voi ladata MAFY-valmennuksen internet-sivuilta
www.mafyvalmennus.fi. Kaytto kaikissa kaupallisissa tarkoituksissa on kiel-
letty. Lukion matematiikan opettajana voit kiayttda tata tehtavipakettia op-
pimateriaalina lukiokursseilla.

MAFY-valmennuksen yhteystiedot:

internet: www.mafyvalmennus.fi
s-posti:  info@mafyvalmennus.fi
puhelin:  (09) 3540 1373

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit


Etunimi Sukunimi
Typewriter
Arviomme tehtävien pisteytyksestä

on merkitty sinisellä tekstillä.
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2(r+4)—3(x—-3)=0

20 +8—-3x+9=0 1p
—x+17=0
—x=-17 || : (-1)
v =17 1p(2p)

b) Keskiarvo on

(3+4) 1
4 5 :3 6 1
5 5 p(3p)
2)4 5
AT
845
12
13 1

=5 -l 1p@p)

3a —6a®>  34(1 —2a) _
v 3 1p (5p) Ennen supistusta

=—2a+41 1p(6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 1
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a)
dr+17>2—1x
50> —15 | :5 1p
x> =3 1p(2p)
b)
2%+ 14z = —49

2?4+ 14z +49 =0
144142 —4-1-49

B 2.1

r=_7 2p(4p)

8

c¢) Suora kulkee pisteiden (0, 0) ja (2,3) kautta, joten sen yhtélé on muotoa

y = k.
Kulmakerroin
L — Y2 — Y1
To — X1
3—-0
k= ——
2—-0
3
k= -
2
Suoran yhtalo on
3
y =52 1p(5p)

Tutkitaan toteuttaako piste (48, 75) suoran yhtélon:

1

A8 = T2
475

Vastaus: Suora ei kulje pisteen (48,75) kautta. 1p (6p)

e Y GV]

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit
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flx)=a(x+2)-5
flz) =a*+22 -5 1p
fl(x) =2z +2 1p(2p)
ff(y=2-1+2
f(1) =1 1p(3p)
b) Tapa 1:
5371 — 953
53e-1 _ <52)% 1p (4 p)
53171 _ 52%
5t = 57 1p(5p)
3r—1=ux
20 =1 | :2
1
r= 1p (6p)
Tapa 2:

(8z—1)13(5) = 513(25)  1p(dp)
31g(5) -~ lg(5) = 0 o
315(5) - — B2 2 = Ig(s) 1p(5p)
1,3979 ...x =1g(5) | :1,3979...
r=05 1p (6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 3
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4. Merkitadn alkuosan hintaa A:lla ja keskiosan hintaa K:lla.

A=2190€
K =2820€ —21,90 € =6,30 €
Alpo maksaa:

;A:;-21,90€=7,30€ 2p

Sanna maksaa:

11 1 1
gA+ K =52190€+ 7630 €=1045 € 2p(4p)

Pauli maksaa loput, eli

33,50 € - 1045 € —-7,30 € =15,75 €

Vastaus: Alpo maksaa 7,30 €, Sanna 10,45 € ja Pauli 15,75 €. 2p (6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 4
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B (
|
| d
|
33w l
I Lom
o lex
Hh X B )
Al K -
50m
Molemmin puolin
a—+ [ =90°

joten muodostuvissa suorakulmaisissa kolmioissa alempi terdva kulma on sa-
ma f[.

x+y=>50
y=50—z 1p (1)
Kolmiot KAB ja KCD ovat yhdenmuotoiset (kll{)J joten vastinsivujen suh-
teista saadaan 1p(2p)
L2 @#0)
z 39 1p(3p)

Sijoitetaan (1):

- 1p 4 p)
1950 — 39z = 26x
1950 = 65x 1p(5p)
652 = 1950 || : 65
x =30(m)
Vastaus: Kysytty etédisyys on 30 metria. 1p (6 p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 5
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6. Pallojen halkaisija d = 6,68 cm, joten séde
d 6,68

r=—

2 2

= 3,34 (cm)

Pakkaus on ympyrélierio, jonka pohjaympyrdn séide on sama r = 3,34 cm ja
korkeus

h=4-d
h=4-6,68
h = 26,72 (cm) 1p
Pallon tilavuus
o 43
pallo 3
ja ympyrélierion tilavuus
Vieris = mr°h, 1p(2p)

joten kysytty %-osuus on

473
4"/pallo - 4- 3

— 1p(3
Wieris Tr2h P3P)
_16 i
3 xZh
171
16 r
=37 2p(5p)
16 334
3 26,72
— 0,666
~ 67%
Vastaus: Pallot tayttavit 67% tilavuudesta. 1p (6 p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 6
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f(z) =22 +22* — 100 +5, kun 0 <z <2

Etsitddn funktion f(z) suurin ja pienin arvo vélillad [0, 2]. Ne loytyvat vélin
pédtepisteista tai valilla olevista derivaatan nollakohdista.

fl(x)=2-322+2-22—10

f'(z) = 62% + 42 — 10 1p
Derivaatan nollakohdat:
fl(x)=0
62> +4x —10=0 | :2
322+ 20 —5=0 1p(2p)
—24,/22—4-3(-5)
:C f—
2.3
248
6
 —144
3

r=1 tai (1;-—2) 1p(3p)

Lasketaan funktion arvot.

f(0)=2-0*4+2-0°-10-0+5=5
f(1)=—1 (pienin arvo)
f(2) =9 (suurin arvo) 2p((5p)
Joten vélilld 0 < z < 2 funktio f(x) saa kaikki arvot vililtd —1 < f(x) < 9.

Vastaus: f(z) saa arvoja vililta [—1,9]. 1p (6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 7
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Vuonna 2005 maksuhdirioitd 422 500
Vuonna 2011 maksuhéirioitd 1460500

a) Kasvu-% on:

1460 500 — 422 500
422 500

—924568...  2p
~ 246%
Vastaus: Maara kasvoi 246%. 1p(3p)

b) Méaaran tulisi vihetd eksponentiaalisesti neljdssd vuodessa 1460 500:sta
takaisin 422 500:aan. Merkitaan

K — 1460500
K, = 422 500
P

—1- -

g 100’

missd ¢ on korkotekijé ja p vahenemisprosentti. Saadaan

K,=Kq" 1p(4p)
422500::1460500-q4|||:1460500
. 422500
¢ = 1460500
| 422 500
= &y
1460 500
q¢=0,733. .. 1p(5p)

Ratkaistaan p korkotekijén lausekkeesta.

1— L —0733...

100

— L _0266... |- (=100)
100

p=26,66...
p =~ 26,7

Vastaus: Maksuhairiot vahenevét 26,7% vuodessa. 1p(6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 8
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9. Merkitdan nelion sivun pituutta a:lla ja ympyran sddetta r:11a. Tehtavanan-
non mukaan

nelion piiri = ympyran kehé

4a =27mr || : 4
r
a— =
2
Nelion pinta-ala A,, on:
2 2
RN 1 P
Ympyran pinta-ala:
A, =mr

a) Kysytty %-osuus on:

= : 1p(2
A, s P(2p)
1
= 0,2146
~ 21,5% 1p(3p)

b) Kysytty %-osuus on

i ; 1p (4p)
i

-

=— Tp(5p)
1
T

— 0,2732

~ 27,3%
Vastaus: a) 21,5% pienempi, b) 27,3% suurempi. 1p(6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 9



-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

10. Heitetadn noppaa kahdesti. Merkitdan 1. heiton silméalukua a:lla ja 2.
heiton silmélukua b:114.

a)
A “Silmélukujen summa vihintdén 8”

b A

6
5
y
3
2
1
. p
V2345 6
Kaikkiaan kahden heiton yhdistelmia on
6-6=36 Tp(2p)

kappaletta ja suotuisten yhdistelmien méara saadaan kuvasta.

15 5
— = = 04166...~417
36 12 ’ U

Vastaus: Todennéakoisyys on 41,7%. 1p(3p)
b)

P(A)

b

B “ Silmélukujen summa on suurempi kuin niiden tulo.

Merkitdan suotuisat silméalukuparit kuvaan:

b
J

o

.
w

2p(Sp)

—l

] 4345 6 A

11
P(B) = g5 = 03055 ~ 30,6%

Vastaus: Todennékoisyys on 30,6%. 1p(6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 10



11.

a)
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12
a1:2, GQZE

Jono on aritmeettinen, joten sen yleinen termi on muotoa
a, = a1+ (n—1)d,

missa
d=app1—apn=0a—a =— —2= 1p

Yleinen termi on

2
an:2+(n—1)g

2 N 8
= —N —
5 5
Lasketaan jonon 100. termi:
2 8
a100:5~100+5:41,6 1p(2p)
Aritmeettinen summa on
Sn = - nt ana
2
joten
2+41.6
S100 = 100 - +2 = 2180
Vastaus: Summa on 2180. 1p(3p)

Jono on geometrinen, joten sen yleinen termi on muotoa

_ n—1
an = a14q 9

misséa

6
z 1p(4p)
Geometrinen summa on

al(l —q")

S, =
1—g¢q

)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 11
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joten
51 <§>100>
Sioo = — Tp(Gp)
5
= 8281797362 . ..
~ 8,28 - 108
Vastaus: Summa on 8,28 - 108. 1p(6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 12
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. Keskiarvo on

T =52ml
Keskihajonta on
s=1,25ml
x = 50
Normitetaan arvo
r—T
Z oy
s
~ 50 —52
ATY:
=—1,6 2p

Maaritetadn todennédkoisyys

P(z <50) = P(z < —1,6)

816

A )

-6 0 1,6 2p (4p)

P(z<-1,6)=1—®(1,6)
=1-—10,9452
= 0,0548
~ 55%

Vastaus: Todennakoisyys on 5,5%. 2p(6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 13
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13.

N(0) = 2300
N(40) = 2600000000

Tiedetdan, etté

a)
N(40) = N(0)e**
2,6 - 107 = 2300 - || : 2300 1p
e’ =1130434,783 ... ||In( )
In (64%) — In(1130434,783.. ) 1p(2p)

40q = In(1130434,783...) | : 40
In(1130434,783 . ..)
40
a=03484 . ..

a=0,35 1p(3p)

a =

b) Ratkaistaan aika t, jonka kuluessa transistorien mééra kaksinkertaistuu.

2=¢€" |In( ) 1p(4p)
In (eat> = In(2)
at=Imn(2) |l:a 1p(5p)
P ) 084
a
__In(2)
- 0,3484 . ..
t=1,989. ..

t~20 (vuotta)

Vastaus: Mallin mukaan transistorien maara siis kaksinkertaistuu noin
kahdessa vuodessa, mikéd on yhtapitavia Mooren lain kanssa.

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 14
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14. a) Valmistusmééré on z.

Valmistuskustannukset: 12,3-x (€)
Kiintedt kustannukset: 98000 (€)

Kokonaiskustannukset ovat

K(z) = 12,32 + 98000 (€) 2p

b) 75% myyddan hinnalla 17,99 €. Néista saadaan myyntia
17,99 - 0,75z (€)
25% myydaan hinnalla 14,00€. Naistd saadaan myyntia
14,000,252 (€)
Myyntia on yhteensa
M(z) =17,99 - 0,752 + 14,00 - 0,25z = 16,9925z 1p@3p)

Voitto on
V(z) = M(z) — K(x)

V(z) = 16,9925z — (12,3 + 98 000)
V(z) = 4,69252 — 98000 (€) 1p (4p)

¢) Kun kustannukset saadaan katettua, on voitto (ja tappio) nolla.

V(z)=0
4.69252 — 98000 — 0 1p (5 p)
4,6925x = 98000 || : 4,6925
x = 20884,389 ...

x =~ 20885 (kpl)

(Huom! Pyéristys tehdaan pyoristyssaantojen vastaisesti ylospéin, koska
kyseessd on vihimméaismaara. )

Vastaus: Koteloita taytyy valmistaa vahintaan 20885 kappaletta. 1p(6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 15
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15. a) Kuvaajan perusteella fmn suurin arvo on 3. sin(bz)m suurin arvo on 1.
Esim. kohdassa « = 180°, sin(bz) = 1. 1p

fmax = Asin(180°)
3=A-1
A=3 Tp(2p)

b) Funktio 3sin(a) = 0, kun a = 180°. Kuvaajasta 1. positiivinen nollakohta
on kohdassa x = 360°. Néin ollen

br = 180° 1p (3 p)
b-360° =180° || : 360°
b=05
— Tp(4p)

¢) Kuvaajasta ndhdédn, ettd lyhyin jakso, jolle
fe+ 1) = f(@)

on 720°.
Vastaus: L = 720°. 2p(6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 16





