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a) Ratkaise yhtalo (z —2)? = 4.

b) Milld muuttujan x arvolla lausekkeet 2z + 3 ja —(x + 3) saavat saman arvon?
c¢) Laske lausekkeen a(b —2) + (a — b)*> — b(1 — a) arvo, kun a = 2 ja b = —2.
Ratkaisu.

a)

(x—2)*=4
(x —2)(x—2)=14
1’ =2 —2x+4=14
2 —dr+ A=A
2? —4x =0 1p
x(x —4) =0 tulon nollasdénto
=0 tai x=14 1p(2p)

b)
20+ 3= —(z+ 3) 1p(3p)
20 +3=—x—3
3r=-6 |:3
xr = —2
Vastaus: Lausekkeet saavat saman arvon, kun z = —2. 1p(40p)

c)
a(b—2)+ (a—b)* —b(1 —a)

Sijoitetaan a = 2 ja b = —2, saadaan

2(-2—2)+(2—(-2))*—(-2)-(1-2)=2-(—4)+4°—2=6

1p(5p) 1p(6p)
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a) Missé pisteissd suora y = —3x + 12 leikkaa koordinaattiakselit?
2 =4

b) Ratkaise yhtalopari Ty
—x+ 2y = 1.

¢) Suorakulmion kanta on 11 cm ja korkeus 7 cm. Sen kanta lyhenee 20 prosenttia,
ja korkeus kasvaa 20 prosenttia. Kuinka monta prosenttia suorakulmion pinta-
ala pienenee?

Ratkaisu.

a)
y=—3x+ 12

Suora leikkaa x-akselin, kun y = 0.

0=—-3z+12
3x=12 | :3
r=4 1p

Suora y = kx + b leikkaa y-akselin kohdassa y = b, téssa y = 12.

Vastaus: Suora leikkaa z-akselin pisteessé (4, 0) ja y-akselin pisteessa (0,12).

1p(2p)
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b)
20+ y=4 (1)
{—w +2y=1 |2
{ 2+ y=4
+ | =24+ 4y =2
By—6 |:5

2 — =14
95+5
14
20 = — 2
v=— |
7
T = —
5
Vastaus: {aj B %
: _ 1 4
— ¢ p (4 p)
c)
A‘{ ’}CM Agi- 4(3\‘?‘{_m
11¢cw 0,4 llomn

Ay =1lem-7cm = 77 cm?
Ay =08-11cm-1,2-7cm = 73,92 cm? 1p(5p)
Verrataan pinta-alojen suuruutta.
Ay —Ay 7T cm? — 73,92 cm?
A 77 cm?
= 0,04
= 4,0%
Vastaus: Pinta-ala pienenee 4,0%. 1p (6p)
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3. Tasakylkisen kolmion kylki on 90 m ja kanta 40 m.

a) Laske kolmion huippukulma asteen tarkkuudella.
b) Laske kolmion pinta-ala neliémetrin tarkkuudella.

Ratkaisu.

a) Kyseessd on suorakulmainen kolmio.

in(g)—@ 1
M%) T 90 P

Y _12,839...° |2
2
a=25,679...°
~ 26°
Vastaus: Huippukulma on 26°. 2p(3p)

b) Lasketaan kolmion korkeus h pythagoraan lauseella.

90° = h* + 207
h? = 90% — 20°
h= &£ v90% - 202
h =87,749...(m) 1p(4p)
Kolmion pinta-ala on
g a-h

2
40m - 87,749 ... m

2
— 1754,99 . ..

~ 1755 (m?)

. Ps 2
Vastaus: Pinta-ala on 1755 m~. 2 p (6 p)
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4. Kuvan kaari-ikkunassa on lasin tukena rimoja. Kuinka paljon rimaa tarvitaan
kuvan mukaiseen kaari-ikkunaan, kun x = 20cm ja y = 40cm? Rimaa kéytetadn
kaikkiin kuvion janoihin ja puoliympyroiden kaariin. Anna vastaus senttimetrin
tarkkuudella.

Ratkaisu.

r = 20cm

y = 40 cm
Suoriin osiin rimaa kuluu

10y + 202 = 10 - 40cm + 20 - 20cm
= 800 cm 2p

Suurempaan kaareen (puoliympyréd) rimaa kuluu

2
g:ﬂ-r:W-szw-Q-QOcm:125,66...cm

Pienempéaan kaareen rimaa kuluu
m-x=m-20cm = 62,83... cm 2p4p)
Lasketaan riman menekKi.

800cm + 125,66... cm + 62,83 ... cm
= 988,49 ... cm
~ 988 cm

Vastaus: Rimaa tarvitaan 988 cm. 2p(6p)
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5. Oheinen kuvaaja esittdd paraabelia y = ax? + bx + c. Madritd vakiot a, b ja c
kayttamalla kuvioon ympyroéilla merkittyja pisteité.

Ratkaisu.

TAPA |

Paraabelin pisteet (—1,0), (1,—2) ja (3,0) toteuttavat paraabelin yhtdlon y =
ax? + bx + c. Sijoittamalla koordinaatit paraabelin yhtialoon saadaan

a—b+c=0 (1)
at+b+c=-2 (2)
9a+3b+c=0 2p (3)

Kolmen yhtélon taydellinen lineaarinen yhtaloryhma ei kuulu lyhyen matematiikan
oppimaaraan, mutta soveltamalla sijoituskeinoa paastdan yhtalopariin.
Yhtélo (1):
a—b+c=0
c=b—a (4)
Sijoitetaan ¢ = b — a yhtéldihin (2) ja (3).

a+b+(b—a)=—2
9a +3b+ (b—a) =0

2 = —2 (5)
8a + 4b =0 (6)
Yhtélo (5):
2=—2 |:2
b= —1 2p(4p)
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Sijoitetaan b = —1 yhtdloon (6).

8a+4-(—1)=0
8a=4 | :8
! 1p (5
a= =
5 P(5p)
Sijoitetaan b = —1 ja a = % yhtaloon (4).
1
—_1-=
‘ >
3
C = ——
2
Vastaus: a:%,b:—ljac:—%. 1p (6 p)
Tapra 11
y = ax® + bx + ¢
Paraabelin yksi nollakohta on x = —1. Tasta saadaan yhtalo

a - (=1 +b-(=1)4+c=0
a—b+c=0 (7)

Paraabelin huippu on pisteessa (1, —2). Téstd saadaan yhtélo

a-124+b-14¢c=-2
a+b+c=-2 1p (8)

y(z):n derivaatan nollakohta on 1, joten

y'(1) =0 || derivaattafunktio y'(z) = 2ax + b
2a -1 +b=0
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Sijoitetaan (9) yhtaloihin (7) ja (8). Saadaan yhtéalopari

—(—2a)+c¢=0
+( 2a) + ¢ = —
3a+c=0
—a+c=-2 |-(-1)
3a+¢— 0
m
da =2 | :4
1
@=3 2p(4p)
Sijoitetaan a = 3 yhtdloon (10), saadaan
1
5 —c=2
3
o= 2 1
=2 (=)
3
¢c=-3 1p(5p)
Sijoitetaan a = 3 yhtaloon (9)
1
—_9.=
b 2
b=—1
Vastaus:a:%,b:—ljac:—% 1p (6 p)
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6. Talouspaperirullan korkeus on 21 cm, tdyden rullan ulkohalkaisija on 12 cm ja sen
sisdhalkaisija 4,5 cm. Miké on rullan halkaisija silloin, kun paperin tilavuudesta on
jaljelld puolet? Anna vastaus millimetrin tarkkuudella.

Ratkaisu. Voidaan tarkastella rullan pidadyn pinta-aloja, silld ne ovat suoraan ver-
rannollisia tilavuuteen.

Vo =2, 2% cm
Y3~= écm—\
Ay = mrg
Al = WT% — A()
= r] — e
2 2
=7(ry —rp)
Ay = mrs — mr?
2 2
=m(ry —r1) 2p
Paperista on kulunut puolet, kun
A=A 1p(3p)
2 .2 2 .2
m(ri—rg)=m(ry—ry) |7
r?—r3=r3—1r?
2rf =13 +ri |12
,  TEA T3
Tl — 2

62 + 2,252
=3 \/ 9

r1=4531...(cm) 2p(5p)
Halkaisija on talloin
di=2r1=2-4531...cm=9,06...cm ~ 9,1cm

Vastaus: Rullan halkaisija on 9,1 cm. 1p (6 p)
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7. Auton jarrutusmatka on suoraan verrannollinen nopeuden neli6on. Mittauksissa
havaittiin, ettd jarrutusmatka nopeudesta 40 km/h on 11,0 metri4.

a) Mik4 on auton jarrutusmatka nopeudesta 80 km/h?
b) Auton jarrutusmatkaksi mitattiin 21,3 metrid. Mika oli auton nopeus jarru-
tuksen alkaessa? Anna vastaus kahden merkitsevin numeron tarkkuudella.

Ratkaisu.Auton jarrutusmatka ja nopeuden nelié ovat suoraan verrannolliset suu-
reet, joten tehtavinannon mukaan

a)

jarrutusmatka | nopeus?

11,0m (40km/h)?
x (80km/h)? Tp
Saadaan verranto
11,0 407
:1:7 = 202 (kerrotaan ristiin)
40% - 2 = 80* - 11,0]| : 40?
802 - 11,0
T = ———
402
r = 44 (m)
Vastaus: Jarrutusmatka on 44 metrié. 2p(3p)

b) Vastaavasti nyt:

jarrutusmatka | nopeus?

11,0m (40km/h)?
21,3m 2 1p(4p)
Saadaan verranto
11,0 _ 4—02 (kerrotaan ristiin)
21,3 22
11,02* = 40%-21,3 || : 11,0
, 40%-213
YT 0

402213
Y
YT oV 110

x = 55,6613... ~ 56 (km/h)

Vastaus: Nopeus oli 56 km /h. 2p (6p)
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8. Pussissa on punaisia ja valkoisia palloja. Todennédkoisyys sille, etta vérid nakemétta
valitsee punaisen pallon, on 0,4. Kuinka monta punaista palloa pussissa on, jos siina
on n kappaletta valkoisia palloja?

Ratkaisu. Pussissa on n kappaletta valkoisia palloja. Merkitddn punaisten pallojen
madrdaa k:lla. Palloja on siis yhteensd n + k. Nyt siis

P(Vérid ndkemattd nostettu pallo on punainen) = 0,4

Nostettaessa satunnainen pallo suotuisia tapauksia on k ja kaikkia tapauksia on
n + k kappaletta, joten

nf—k:OA |- (n+ k) 2p
k=04(n+k)
k=04n+ 04k | — 0,4k
k — 0,4k = 0,4n
0,6k=04n | -5
3k=2n | :3
k= gn
Vastaus: Pussissa on %n punaista palloa. 4 p (6 p)
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9. M&éritd funktion f(z) = 22* — 32% — 122 + 5 suurin ja pienin arvo valilld [—2, 4].

Ratkaisu.
f(x) =22° — 32 — 122 + 5

Funktion suurin ja pienin arvo vélilld [—2, 4] 16ytyvat vélin padtepisteista tai deri-
vaatan nollakohdista. Derivoidaan funktio.

f'(x) = 62* — 63 — 12 1p
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

f'(@) =0
62° —6x—12=0 | :6
-1 —-2=0

L /(-1)2—4-1-(-2)

e 2

143

T

r=—1 tai z=2 2p(3p)

Lasketaan funktion arvot.

f(=2 ( 2)> =3 (-2*—-12-(-2)+5=1

)
f(=1)
f2)

) =

f(4) =37 suurin arvo

—15 pienin arvo

Vastaus: Pienin arvo on f(2) = —15 ja suurin arvo on f(4) =37. 3 p (6 p)
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10. Maalampopumppuja myyvan yrityksen liikevaihto kymmenkertaistui kahdessa-
kymmenessa vuodessa. Kuinka monta prosenttia liikevaihto kasvoi vuodessa, kun
vuotuinen kasvuprosentti pysyi koko ajan samana?” Anna vastaus prosentin kym-
menesosan tarkkuudella.

Ratkaisu. Merkitdan vuotuista kasvuprosenttia p:114. Téaten liikevaihto kasvoi joka

vuosi (1 + i)—kertaiseksi. Merkitédan liikevaihtoa alussa a:lla. Nyt siis

100J
1p P 20
p A\
(1 + m) =10
1+%:<J—F)W | —1 Tp@3p)
p 20
— = V10—-1 - 100
100 Vo |
p=100-(¥10—-1)
— 12,2018 .. 2p (50p)
~ 12,2
Vastaus: Yrityksen liikevaihto kasvoi 12,2% vuodessa. 1p (6p)
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11. Eraalla matematiikan kurssilla oppilaat saivat vain arvosanoja 10, 9 ja 8. Niita
esiintyi suhteessa 1 : 2 : 3. Laske kurssin arvosanojen keskiarvo yhden desimaalin
tarkkuudella. 1p

Ratkaisu. Merkitadn kaikkien saatujen arvosanojen maaria 6nzlléiJ Nyt koska ar-
vosanoja 10, 9 ja 8 esiintyi suhteessa 1 : 2 : 3, saatujen arvosanojen méarit olivat
seuraavat.

Arvosanoja 10 : n kpl
Arvosanoja 9 :  2n kpl
Arvosanoja 8 :  3n kpl 2p(3p)

Taten arvosanojen keskiarvo oli

10n+9-2n+ 8 -3n
6m
(10+9'2+8'3)ﬁ,’

6
10+ 18424

6

_ 52
6
—8666... 2p(5p)

~ 8,7

Vastaus: Keskiarvo oli 8,7. 1p(6p)
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Korkeushyppaéjan eri-ikdisenéd saavuttamia tuloksia voidaan vertailla Seppo Sar-
nan laajasta tilastollisesta aineistosta kehittamén muunnoskaavan

a
T=t+klg—
%35
avulla. Kaavassa t on hyppaajan saavuttama todellinen tulos a vuoden ikéisena,
T on muunnettu tulos ja k tilastomateriaaliin perustuva kerroin, jonka arvo on
201,4 cm. Korkeushypyssa tulokset ilmaistaan senttimetrin tarkkuudella.

a) Raimo hyppési 19-vuotiaana juniorina tuloksen 196 cm, 23-vuotiaana ennétyk-
sensd 200 cm ja 40-vuotiaana veteraanina tuloksen 175 cm. Aseta ndmaé tulok-
set paremmuusjarjestykseen, kun niita verrataan muunnoskaavan avulla.

b) Missé idssd hypétty tulos 175 cm on muunnettuna 233 cm? (233 cm oli sisira-
tojen miesten Suomen ennétys vuoden 2012 alussa.)

Ratkaisu.

a) Lasketaan muunnetut tulokset.

ikd (vuotta) | tulos (cm) | muunnettu tulos (cm)
19 196 196 + 201,4 - Ig (%) — 14256 ... ~ 143
23 200 200 +201,4 -lg (23] = 163,27... ~ 163
40 175 175 +201,4 - Ig (g) — 186,67...~ 187 2p

Muunnoskaavan avulla verrattuna Raimon paras tulos oli 40-vuotiaana,

toiseksi paras 23-vuotiaana ja huonoin 19-vuotiaana.

Tp@p)
b) Sijoitetaan T' = 233 ja t = 175 yhtdloon
a
T—t+Klg (2L
* g<35>
a
233 — 175 + 201.41g ( —
e g<35)
a
201,41g () =58 || :201.4
Alg(g) =58 201
1 (a)_ 58
&\35) ~ 2014 Tp(4p)
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Logaritmin méaritelmésté seuraa, etta

& _qoma |35
35
58
a = 35 - 102011
a=6792... 1p(5p)
a~ 68 (a)
Vastaus: Kysytty ikd on 68 vuotta. 1p (6 p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 16



www.mafyvalmennus.fi

13. Eraassi tosi-TV-sarjassa kilpailijoiden tehtavdna on kerata kulta- ja hopearahoja.
Yhteensa niitd saa kerdtd enintadn 60 kappaletta. Kultarahan arvo on 25€ ja
hopearahan arvo 20€. Rahat taytyy kuljettaa ohuessa muovipussissa, joka kestaa
kolikoita vain yhden kilogramman verran. Yksi kultaraha painaa 20 grammaa ja
hopearaha 10 grammaa. Kuinka monta kulta- ja hopearahaa kilpailijan kannattaa
keratd, jotta saaliin arvo on mahdollisimman suuri?

Ratkaisu.

TAPA |

Merkitaan kultarahojen maarda x:1l4, jolloin hopearahojen maara on 60 — x. Ra-
hojen yhteenlaskettu arvo on

y = 25z + 20(60 — x)

— 252 + 1200 — 20x
— 5z + 1200 1p

Lauseke y(x) on nouseva suora, joten se saa sitd suuremman arvon, mitd suurempi

zony 1p(2p)

Kolikoiden paino on yhteensa

m = 20z 4 10(60 — x)
= 20z + 600 — 10z
= 10z 4 600 1p(3p)

Paino saa olla enintddn 1000 g, joten
10z + 600 < 1000
10z <400 ||:10
v<40 1p(4p) 1p (5p)

x voi olla enintddn 40, joten y(z):n suurin arvo saavutetaan, kun x = 4OJ Silloin
hopearahoja on 60 — 40 = 20.

Vastaus: Kilpailijan kannattaa kerédta 40 kultarahaa ja 20 hopearahaa. 1 p (6 p)
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TAprA 11

Lineaarinen optimointi

x on kultarahojen maara

y on hopearahojen maara

Saaliin kokonaisarvo on
s = 25x + 20y.

Rahoja on vahintdan 0, joten

~
—_
~—

x>0 rajasuora on x = 0

y > 0 rajasuora on y = 0 (2)
Rahoja saa kerata korkeintaan 60, joten
x+ 1y <60 rajasuora on y = —x + 60 (3)
Rahat saavat painaa 1000 g, joten

202 + 10y < 1000 | : 10
2x + 1y < 100 rajasuora on y = —2x + 100 1p (4)

Piirretadn suorien rajaama alue koordinaatistoon.

1p(2p)
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Ratkaistaan leikkauspisteet A, B ja C.

A: 1=0, y=60, A=(0,60)

B {y2x+100
y = —x + 60
—x + 60 = —2x + 100
x = 40
y = —40+ 60 = 20
B = (40, 20)
C: y =0,
0= —2x+ 100
x = 50

C=(50,00 2p(4p)
Lasketaan saaliin arvo pisteissa A, B ja C.

A §5=25-0+20-60= 1200
B: §=25-40+20-20= 1400 < suurin
C: S=25-50+4+20-0=1250

Vastaus: Kannattaa keratd 40 kultarahaa ja 20 hopearahaa. 2p(6p)
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14. Abiturientti saa lahjoituksen, jonka suuruus on verojen jéalkeen 12 000€. Hén si-
joittaa sen vuodeksi kahteen rahastoon, joiden vuotuiset korot ovat verojen jalkeen
3.5% ja 5,5%.

a) Lahjoituksesta x euroa sijoitetaan 3,5 % tuoton tarjoavaan rahastoon ja loput
toiseen rahastoon. Esita koko sijoituksen arvo y muuttujan x avulla lausuttuna,
kun 0 < 2 < 12000.

b) Piirrd a-kohdan funktion kuvaaja valilld 0 < x < 12 000.

Ratkaisu.

a) Korot ovat 3,5% ja 5,5%, ja sijoitukset ovat x ja 12000 — x euroa vastaavasti.
Sijoituksen arvo vuoden kuluttua on

y = 1,035z + 1,055(12000 — ) Tp

= 1,035z + 12660 — 1,055x
= —0,02x + 12660

Vastaus: y = —0,02z + 12660. 2p((3p)
b)
y(0) = 12660
y(12000) = —0,02 - 12000 + 12660
= 12420 1p(4p)
2p(6p)
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15. Olkoot @ =i+ 2j + 2k ja b= j — 2k.
a) Laske 2|a|® 4+ 2[b]*.
b) Laske |a + b> + |a — b|?.

Ratkaisu.
a=1i+2j+2k
b=7j—2k
at+b=i+(2+1)j+(2—-2k=1i+3j
a—b=1i+02—-1)j+2—(-2)]k=1i+7+4k
o> =12 +2°+2° =9
B> = 1>+ (=2)* =5 2p
a+b)* =17 + 3% = 10
la—b> =12 +1>+4>=18 2 p (4 p) ndma pisteet liittyvét
- b-kohtaan
a) 2lal®> +20>=2-9+2-5=28 1p (5p)
b) |a+bf+]a—b* =10+18 =28 Tp(6p)
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