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1. a) Ratkaise yhtélo 72" + 625 = 0.
b) Sievenni lauscke (va+1)° —a — 1.

c¢) Milld :n arvoilla pétee <07
Ratkaisu.
a)
7a" +62° =0
2% (7Tz +6) =0

Tulon nollasddannon mukaan

25=0 tai Tz +6=0

r=0 Tr = —6 || :7
6
v=7
V:$:Otaiz:—$
b)
(Va+1)’ —a—1=va'+2-va-1+12—a—1
=a+2va+1—-a—1
=2V/a
V: 2y/a
c)
3
(1) 3_2I<O
Maarittelyehto
3—2x#0
2# 3D

Epéyhtélon (1) vasen puoli on negatiivinen, kun nimittdja on negatiivinen,
eli

3—2xr <0
—2x < -3 | : (—2)

>3
x —
2
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2. a) Laske integraali [, (¢* + 1) d.
b) Derivoi funktio z sin .

¢) Minké luvun 2-kantainen logaritmi on 57

Ratkaisu. a)

<
o

D(zsinz) =Dz -sinz+x-Dsinzx

=1-sinx+ xcosz

V:sinx + xcosx

c)

logyx =5
Logaritmin méaritelmén mukaan
2 =g
2=z

V: Luvun 32 2-kantainen logaritmi on 5
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3. a) Kolmion sivujen pituudet ovat 2, 4 ja 5. Laske kolmion suurin kulma
asteen kymmenesosan tarkkuudella.

b) Miiriti toisen asteen yhtilon 22 +px+q = 0 kertoimet p ja ¢, kun yhtélon
juuret ovat —2 — \/6 ja —2+ \/6

N
b

Kolmion suurin kulma on pisimmén sivun vastainen kulma. Kosinilauseen
mukaan

Ratkaisu.

a)

52=9224+42_-92.2.4-cosa
250 =20 — 16 cosa

16cosax = —H | : 16
cosa = _2
16

o = 108,209956. . . °

V: 108,2°

b) Tekijalauseen mukaan polynomilla on tekijat [x — (—2 — \/6)] ja [:U — (—2 + \/6)] ,
koska silld on nollakohdat —2 — /6 ja —2 4+ v/6. Tekij6iden tulo on

- (- D] = (9]
= (:1:—|—2—\/6> <x+2+\/6>
= 2® + 20 + 67 + 20 + 4+ 276 — V6T — 296 — V6 - V6

=2’ +4r+4—6
=2 +4x —2

V: Kertoimet ovat p =4 ja ¢ = —2
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4. Puolipallon sisédlld on kuutio siten, ettd sen yksi sivutahko on puolipal-
lon pohjatasolla ja vastakkaisen sivutahkon kérkipisteet ovat pallopinnalla.
Kuinka monta prosenttia kuution tilavuus on puolipallon tilavuudesta?

Ratkaisu.

\‘\/ o Pysty leg ko s
/s
AN

Kuva 1. Tilanne ylhaéltd pédin katsottuna.

= g
z & = 4

Kuva 2. Pystysuuntainen leikkaus.
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Merkitéddn kuution sirméi a:lla, jolloin sen sivutahkon ldvistdjda on v/2a.
Merkitaan ympyréin sadetta r:114.
Kuvasta 1. saadaan Pythagoraan lauseen nojalla

2
2
a® + (%a) =r?

2
a4+ Za? =12
4
3
Ca2 = g2
2
3
r= T/ =a?
(—) 2
3
T = —a
2
Tilavuuksien suhde
3
Vkuutio o a
1 4
V})uolipallo b) §7TT3
(l3

Suhde prosentteina

3—‘/6 -100% = 25,98989 . .. %
T

V: Kuution tilavuus on 26,0 % puolipallon tilavuudesta
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5. Vektoreiden a ja b summa on vektori 4i + j ja niiden pistetulo on a- 5_: 4.
Vektori b on yhdensuuntainen vektorin 7 kanssa. Miériti vektorit @ ja b.

Ratkaisu. Vektoreiden b ja 7 yhdensuuntaisuudesta seuraa, etti
b = ti, jollakin t € R.
Merkitaan lisaksi
a=xi+yj, jossa z,y € R.

Tehtavanannon ehdot ovat

{&+B:4%+]

a-b=4
vityj+ti=4i+]
(zi+yj) -ti=4

(1) {(x+t)€—|—y_':45+j

(2) r-t+y-0=

Yhtéalosta (1) seuraa vektorien komponenttien yksikésitteisyyslauseen nojalla

(3) { r+t=4
y=1
Yhtalosta (3) seuraa

(4) r=4—t

Sijoitetaan (4) yhtdaloon (2), saadaan

(4—t)t =4
4t — 1?2 =4

44t —4=0 | :(~1)

2 —4t+4=0

(t—2)(t—2)=0
Tulon nollasdannon mukaan

t—2=0
t =
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Sijoitetaan edellinen yhtéloon (4), saadaan

r=4—-2=2

Vektorit ovat siis

SUQl
I

N DN
S S

Via=2i+jjab=2i
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6. a) Laatikossa on kaksi erivéristd palloa. Laatikosta nostetaan umpiméh-
kddn yksi pallo, pannaan se takaisin ja nostetaan taas umpiméahkaan pallo.
Miké on todennékoisyys, ettd nostetut pallot ovat erivariset?

b) Mikéd on vastaava todennékdisyys, jos laatikossa onkin kolme keskenééin
erivaristd palloa ja samalla tavalla nostetaan kaksi palloa?

Ratkaisu. a) Ensimméinen nostettava pallo voi olla kumpaa tahansa véria.

Toisena nostettavan pallon taytyy olla eri vérid. Suotuisia tapauksia toises-

sa nostossa on siis yksi ja alkeistapauksia molemmat virimahdollisuudet eli

kaksi.

Kysytty todennakoisyys on

1

P=-
2

1
V: Todennékoisyys, ettd pallot ovat erivairiset on 5

b) Ensimmaéinen nostettava pallo voi olla mitéd tahansa vérid. Toisena nostet-
tavan pallon téytyy olla jotakin kahdesta muusta vérista. Suotuisia tapauksia
toisessa nostossa on siis kaksi ja alkeistapauksia kaikki kolme véria.

Kysytty todennakoisyys on
2
pP=-
3

V: Todennékoisyys, ettd pallot ovat erivariset on %
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7. Suorakulmion kaksi kirked on z-akselilla ja kaksi kayralla

4

Vo

Mitka ovat suorakulmion sivujen pituudet, kun sen pinta-ala on suurin mah-
dollinen?

Ratkaisu. Kuvaaja on symmetrinen y-akselin suhteen, koska

4 4

V1) = s = gy = V)

Lasketaan y(z) arvoja

_ 4
y 2422

2

1,33...
0,66. ..
0,36...
0,22...

=W N~ OR

Kuvaaja

Suorakulmien sivumitat ovat

2 ja ——, jossa x > 0.
) 2 + x2 )
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Pinta-ala
4

2 + a2

A(z) =2z -

B 8z
2412

Funktioiden osaméaaran derivaatta

8- (2+12%) —8r-2x

/
Alz) = (2 + 22)?
16 + 822 — 1622
BCEE SR
16 — 822
" ey
Derivaatan nollakohdat
2
(126;—52“:)2:0 |- (2+2%)? 24+2°#£0VreR
16 — 822 =0
—82% = —16 | : (—8)
2 =2

Tr = j:\/§
Tehdian kulkukaavio

16 — 8- 12
Al)= —-——=088...>0
16 — 8 - 22
AR)=—=-044...<0
@) (24 22)2 ’
0 v2
Alz) i + | —
Alz) + /N
Kulkukaaviosta nihdédn, ettd pinta-ala on suurin, kun z = /2. Sivujen
pituudet ovat:
2r =2v2 ja
4 4 4
= 1

244 94,3 2+2

V: Kun pinta-ala on suurin, niin z-akselin suuntaisen sivun pituus on 2v/2
ja y-akselin suuntaisen sivun pituus on 1.
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8. Tietunnelin poikkileikkaus on osa alaspéin aukeavaa paraabelia. Tien le-
veys on 10m, ja tunnelin poikkileikkauksen pinta-ala on 25,0 m?. Madriti

tunnelin korkeus senttimetrin tarkkuudella.

Ratkaisu.

('S] 03

/ \

Sijoitetaan paraabeli koordinaatistoon niin, etté se on symmetrinen y-akselin
suhteen, joten se on muotoa y = —ax?+ h, jossa h on y-akselin leikkauspiste.
Paraabeli kulkee pisteen (5,0) kautta, joten lukupari (5,0) toteuttaa paraa-

belin yhtélon, eli

0=-a-5"+h
0=—25a+h
(1) h = 25a

Paraabelin yhtélo on siis

y = —az® + 25a

Paraabelin pinta-ala on
A=25

TKK-paasykoekurssit — abikurssit — yksityisopetus
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Toisaalta pinta-ala voidaan laskea maarétysté integraalista

5
/ (—az? + 25a) dv = 25
-5

5

1
/ (—gaxz + 25ax> =25

-5

1 1
—5a-5 2505~ (—ga - (=5)® + 254 - (—5)) =25

12 12

_?5@“25@— T5a+125a: 25
500 3
=25 |-
3 ¢ I35

3

a = —

20

Sijoitetaan yhtdloon (1), saadaan

3

V: Tunnelin korkeus on 375 cm.
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9. Tutki kuinka monta juurta yhtalolla
3tanz — 1 = 4x
on valilla |—m /2, /2.

Ratkaisu. Funktio tanz on mééritelty koko avoimella vililla |—7, 7[, joten
my6s yhtalo on méaritelty talla valilla.

3tanx — 1 = 4x
Jtanx —4x —1=0

Merkitadn f(z) = 3tanx — 4z — 1. Tehdddn funktion f(x) kulkukaavio

f'(z) = 3(1 + tan®x) — 4
=3+ 3tan’z — 4
=3tan’z — 1
Derivaatan nollakohdat

3tan’z —1=10

tan’z = 1/3
tanz = —1/v3  tai tanz =1/V3
Z 4o, tai ~+
r=——+nm, tai r=—=4nm
6 ’ 6 ’
jossan € N jossan € N
Vililld | -7, 7] olevat nollakohdat
0= — % 0,524 ﬁ:m:%zQM4
Vilin paatepisteiden likiarvot
s s
| ja —=~1
5 D7 ja 5 D7
Derivaatan merkki
—1) = 3tan®*(—=1) - 1=6,277... >0

0)=3tan’0—1=-1<0

f(
f
f'(1)=3tan’1—-1=6277... >0

(
(
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s s

fix) 4 +
f@) /N

Funktion arvot dariarvokohdissa

J(5) oo () -1+ (F)

pol3

---holn

=—0,6376...<0
s s T
o) =stan (%) —4- % -1
£(5) =3tan (5 6
= 1,3623... <0
Vililla | -7, ] funktio saa kulkukaavion mukaan suurimman arvonsa koh-
dassa —%. Suurin arvo on f (—%) = —0,6376..., joten funktio saa vélilla
|—%, §[ vain negatiivisia arvoja, eiké silld voi olla nollakohtia ko. vililla.
Vililla [T, 5[ funktio f(x) on aidosti kasvava, joten silld voi olla ko. vililld

korkeintaan yksi nollakohta.
f(1,5)=3-tanl5—4-15—-1~353>0

ja toisaalta

(%) ~-136<0,
6
joten funktio vaihtaa merkkidén vélilld [%, 7| ja silld on siis Bolzanon lauseen
mukaan nollakohta ko. vililld. Yhtalolld on siis yksi juuri valilla |—7, Z[.

V: Yhtélolla on yksi juuri vélilla | -7, 7.

TKK-paasykoekurssit — abikurssit — yksityisopetus 14
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10. Kolmio K; on tasakylkinen kolmio, jonka kanta on a ja korkeus b. Kol-
mio K, on suorakulmainen kolmio, jonka kateettien pituudet ovat a ja b.
Kummalla kolmiolla on pidempi piiri?

Ratkaisu.
Ko,
1
O
2 _ 12 a\?
¢ =b"+ <2>
a2
c= T)/b+ 1
d* =a* + b
d= FtVa*+b?
Piirit:

Kiy: pi=a+2c

o2
P =a-+2 b2+Z’ a,beZ,

KQI p2:a—|—b—|—d
pp=a+b+vat+b, abeZ,

Oletetaan, ettd ps > p;. Nyt

2
a+b+\/a2+62>a+2\/62—|—%
2
b+ Va2 T8 > 202+ 5 (2

2
b2+2b\/a2+62+a2+62>4<b2+az)

a? + 2b% + 26V a2 + b2 > 4b* + o>
20V a? + b2 > 26> || : 2b

TKK-paasykoekurssit — abikurssit — yksityisopetus 15
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Va2 +02>b [|()?
a® + b > b
a’> >0 tosi kaikilla a > 0,

joten py > py.
V: Ky:n piiri on pidempi.
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11. Maaritd ne geometriset sarjat, joiden summa on 2 ja toinen termi on %.

Anna vastauksena sarjan ensimméinen termi ja sarjan suhdeluku.

Ratkaisu. Summa S.

a _ An+1

_1_q ap,

3
g=2=2
a
3
a=—
8q
Nyt
S =2
a _ 9
1—g¢q
3
8q
=9 (1 —
- |-(1—q)
3
—=2-2 8
” q -8
3 = 16¢ — 164>
16¢> —16¢+3=0
_16+162—4-16-3
1= 2.16
1
q=193
1
1 3 3
Kunq:z, a:ﬂ:§
3 3 1
1T TTRE T

V: Sarjat a = £ ja g = 1 seki a = 1 ja g = 3.

TKK-paasykoekurssit — abikurssit — yksityisopetus 17
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12. Osoita, ettd muotoa p? — 1 oleva luku on jaollinen luvulla 12, kun p on
alkuluku ja suurempi kuin 3.

Ratkaisu. Oletus: » = p?> — 1, p on alkuluku ja p > 3.

Viite: r =121, l € Z

Todistus: r =p*> —1=(p—1)(p+1)

Koska p on alkuluku, eli se on jaollinen vain itsellaéan ja 1:114, ja p > 3, niin
p pariton ja nain ollen p — 1 ja p + 1 ovat parillisia:

p—1=2s, seZ
p+1=2t telZ

Kolmesta perikkaisestd luonnollisesta luvusta yksi on aina jaollinen 3:lla,
joten jokin luvuista p — 1, p tai p + 1 on jaollinen kolmella. p ei voi olla
jaollinen 3:1la, koska se on alkuluku, ja talloin olisi p = 3, joten joko

p—1=3u tai p+1=3u, uecl.

Toinen luvuista p — 1 ja p + 1 on siis jaollinen seka kahdella ettda kolmella.
Luku, joka on jaollinen kahdella ja kolmella on muotoa: 2 -3 - v, v € Z. Nain
ollen joko

(p—1)(p+1)=2-3v-2t =120t = 12
tai
(p—1)(p+1)=2s-2-3v=12s0 = 121,

joten p? — 1 = 121 O
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13. Funktion f kuvaajan kaarenpituus vélilld [a, b] on

[ ViR

Laske funktion Inz kuvaajan kaarenpituus valilla [1,2] puolisuunnikassién-
nolla jakamalla véli neljaéan osavéliin. Anna vastaus kolmen desimaalin tark-

kuudella.

Ratkaisu. d= /b V1+ f(x)?dx, [a,b] =]1,2]

f(z)=Inzx
1

f(x) = p
Puolisuunnikasssaanto:

b 1 1

g(x)dr =h 59(1’0) + g(x1) + g(x2) + g(x3) + 59(55'4)

Neljd osavalid: h = 2+ =1
x0:17x1:g:x2:g:%7$3:£7'x4:2

1= [V @)
d= g TV @ i @ e (07 501

= 1,22508 ...~ 1,225

V: Kaaren pituus on 1,225.

TKK-paasykoekurssit — abikurssit — yksityisopetus 19
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99 999

*14. Tarkastellaan lukujonoa a; = 1000 43 = Togr - -

9 _
1_07(12*

a) Madrita luvun a, lauseke indeksin n avulla lausuttuna. (2 p.)

b) Osoita, ettd lukujono on kasvava ja ettd a,, < 1 kaikillan =1,2, 3, ....
(3 p.)

¢) Maaritd lim, o a,. (2 p.)
d) Miké luku on paattyméton desimaalikehitelméd 0,999...7 (2 p.)

99 999

Ratkaisu. a1 = —, as = 135, a3 = 1505

10’
a)

10t -1 9
“E T T 10
1021 99
2= 02 T 100
103—1 999
a = =
3 103 1000
10" — 1
a, =
107

Qn,
b) Lukujono on kasvava, jos >,
G,

Uy (107 — 1) - 10#

a, o (10m — 1) - 100+

10n+1 -1 10n+1 -1

T 10(10"—1) 10" —10

Tutkitaan epayhtaloa

-1 > 1 10" —10), 10" -10>0VneZ
101 —10 = |- ( - 10), —WU>0Vn e Zy

10" — 1> 10" — 10
—1>—-10 tosiVneZ,

Jono a,, on siis kasvava.
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Osoitetaan vield, ettd kaikki jonon jdsenet ovat pienempia kuin 1.

a, <1
10:0;1<1 |-10", 10" >0Vn e Z,

— 10"-1<10"

<~ —1<0

Viimeinen epayhtdlo on aina tosi, joten kaikki lukujonon jéasenet ovat pie-
nempid kuin yksi.

c)

, .10 —1
lim a, = lim
n—o0 n—oo 107
= lim1— —
~
—0
=1-0
=1

d) 0,99999... = lim, ;e a, = 1

TKK-paasykoekurssit — abikurssit — yksityisopetus 21
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*x15. Funktio f: [0, 00] — R maééritelladn seuraavasti:
f(x)=2""sinz, kunz €[(n—Vm,nx[, n=1,2,3,....

a) Piirra funktion kuvaaja, kun z € [0,3x]. (2 p.)

b) Laske " f(z)dz. (2 p.)
0

c) Laske /Omr f(z)dz. (3 p.)

nm

d) Madritd lim f(x)dz. (2 p.)

n—oo 0

Ratkaisu. f: [0,00] = R
f(z)=2""sinz, kunz €[(n—V)m,nr[,n=1,23,...
a) Kun z € [0, 7|,

flz)=2""1 sinx

f(x) =sinx

Kun z € [, 27|,

Kun z € [27, 37|,
f(z) =2"" sinx
fla) = isinx

Kun z = 37, niin f(z) = f(37) = 2'* - sin37 = 0

Y

14
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b)

3 ™ 27r1 371'1
/ f(x)dac:/ sinxdx—i—/ —sinxda:—l—/ —sinz dz
0 0 m 2 27 4
7 1
:—/COS$—§/COS$——/COS$
0

1 1
—(cosm — cos0) — 3 (cos2m — cosm) — Z(COS 3m — cos 2m)

= (-1 1) = 5(1= (-1) - 7(-1-1)
:2—1+%
3
"3
0
nn 1 1 2
i f(x)d$:2—1+§—:l+---+(_Q)nfl

Oikeanpuoleinen lauseke on geometrinen summa S,,. Geometriselle summalle
patee

a(l —qg"
Sn = ( a >7
l—gq
jossa tissd tapauksessa a = 2 ja ¢ = —3. Integraalista tulee siis
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d)

nm

lim f(z)dr = lim S,

n—oo 0 n—0o0
Oikeanpuoleinen lauseke on suppeneva geometrinen sarja S, joten

nm

lim flz)dxe =S

n—oo fq
a

—
|

/T N R
N
~—

[leol i~ vl ho
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