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Valmistaudu pitkan- tai lyhyen matematiikan
kirjoituksiin ilmaiseksi Mafynetti-ohjelmalla!

B Harjoittelu tehdaan aktiivisesti tehtavia ratkomalla. Tehtavat kattavat kaikki
yo-kokeessa tarvittavat asiat.

B Lasket kynalla ja paperilla, mutta Mafynetti opettaa ja neuvoo videoiden ja
ratkaisujen avulla.

B Mafynetti huolehtii kertauksesta, joten et unohda oppimiasi asioita.

B Mafynetti on nyt kokonaan ilmainen!




YLIOPPILASTUTKINTO- 28.9.2012 MATEMATIIKAN KOE
LAUTAKUNTA PITKA OPPIMAARA

Kokeessa saa vastata enintddn kymmeneen tehtdavaan. Tahdella (*) merkittyjen
tehtdvien maksimipistemaara on 9, muiden tehtdvien maksimipistemaara on 6.

1. Ratkaise yhtalot
a) 2(1-3x+3x%) =3(1+2x+2x%)
b) |x|=1+x

c) l—xzL
1—-x

2. Sievenna lausekkeet

2(tf- (-

x2 -9

b
) x+3

X

) nE+ins+in2
2 X

3. a) Maarita funktion
f(x)= %ex (sin x + cos x)

derivaatan arvo kohdassa x = 0.

f X
j(l + sin—) dx
0 3

b) Laske integraalin

tarkka arvo.

3 1 . .
4. a) Olkoon a€|:72',7ﬂi| sellainen kulma, etta cosa:—g. Maarita lukujen sina ja tana

tarkat arvot.
b) Laske oheisessa kuvassa olevan kolmion sivun pituuden a tarkka arvo ja kaksidesimaali-
nen likiarvo.

30




Maarita polynomin f(x)= x> —6x” —15x+2 suurin ja pienin arvo valill [2,6].

Laske paraabelin y2 =4x ja suoran 4x—3y =4 vdliin jadvan rajoitetun alueen pinta-ala.

Anna vastauksena tarkka arvo ja kaksidesimaalinen likiarvo. Piirra kuvio.

Erddn mallin (R. MacArthur & E. O. Wilson, 1967) mukaan saarella pesivien lintulajien lu-
kumadara n riippuu saaren pinta-alasta A4 likimain kaavan n=kA mukaisesti, missa & ja
b ovat saaresta riippumattomia positiivisia vakioita.
a) Havaintojen perusteella kahdella Kanariansaarella on saatu seuraavat arvot:
n, =20, 4,=10,2 km? (Alegranza),
n,=6, A,=0,0158 km*> (Roque del Oeste).
Maarita ndiden tietojen perusteella vakiot £ ja b kolmen merkitsevan numeron tark-
kuudella.
b) Arvioi mallin avulla La Palman saarella (4 = 708 km?) pesivien lintulajien lukumaaraa.

Alegranza <http://www.lanzarote.org/blog/?p=629>.
Luettu 31.3.2011.

Roque del Oeste La Palma
<http://www.reptilesdecanariastjorge.com>. <http://mappery.com/map-of/La-Palma-Physical-Map>.
Luettu 31.3.2011. Luettu 29.3.2011.



10.

11.

12.

13.

Kiireiselld professorilla on yksi luento jokaisena viitena arkipaivana, mutta han ehtii pitaa
paivittdisen luentonsa vain 80 prosentin todennakdisyydella.

a) Milla todenndkoisyydella han ehtii pitaa viikon kaikki luennot?

b) Milld todennakoisyydellad vain yksi viidesta luennosta jaa pitamatta?

¢) Maarita viikossa pidettyjen luentojen lukumaaran odotusarvo.

Olkoot
a =(cosp—2sing)i + J +(sinp+2cosp)k,
b =(cosp+sing)i + j +(sinp—cos)k.
a) Osoita, ettd vektorit @ ja b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan kaikilla peR

b) Olkoon @=0. Onko olemassa sellaisia kertoimia s, f€R, ettd 7 —j =sa +tb ?
Tutki, kuinka monta ratkaisua yhtalolla ¢ =x on vakion a eR eri arvoilla.

a) Geometrisen jonon kaksi perakkaista termida ovat rationaalilukuja. Osoita, ettd jonon
kaikki termit ovat rationaalilukuja.

b) Geometrisessa jonossa on ainakin kaksi rationaalista termia. Osoita, etta rationaalisia
termeja on darettdman monta.

Erain vuorokauden ldmpétilaa f(f) tutkittiin ajan ¢ funktiona mittaamalla limpétila Celsius-

asteina kolmen tunnin valein keskiyosta alkaen. Tuloksena saatiin seuraava taulukko:

t |0.00 |3.00 | 6.00|9.00|12.00 | 15.00 | 18.00 | 21.00 | 24.00
f@® 10,2 ] 10,7 | 123 | 13,8 | 158 | 17,9 | 17,0 | 155 | 142

Arvioi vuorokauden keskilampotilaa
1%
— | f(H)dt
24;[

laskemalla siina esiintyva integraali puolisuunnikassaannon avulla.

Madrita raja-arvo lim (In(4x+3)—In(3x +4)).
X—>00



*14. Sijoittaja kaytti osakkeen kurssikehityksen arvioimiseen todennakdisyysjakaumaa, jonka ti-
heysfunktion maksimi saavutetaan markkina-arvolla 20,50 € ja joka on nolla yli viiden eu-
ron poikkeamilla markkina-arvosta 20,50 €. Tiheysfunktio on jatkuva, ja sen kuvaaja koos-
tuu kahdesta lineaarisesta osasta valilla 15,50—25,50 €.

a) Maarita tiheysfunktion lauseke. (3 p.)

b) Milld todenndkodisyydelld osakkeen markkina-arvo on alle 19 €? (2 p.)

c) Muiden kurssien nousu sai sijoittajan muuttamaan jakaumaa epasymmetriseksi niin, etta
maksimi saavutettiin edelleen arvolla 20,50 €, mutta nollakohta 25,50 € siirtyi pistee-

seen 30,50 €. Muilta ominaisuuksiltaan jakauma pysyi samantyyppisena kuin aikaisem-

min. Maarita tdman uuden jakauman odotusarvo. (4 p.)

*15. Suora ympyrélierio on pallon sisalla niin, ettd sen molempien pohjien reunat sivuavat pal-
lon pintaa. Pallon pinta-alan suhdetta lierion koko pinta-alaan merkitaan symbolilla ¢. Lie-
rion koko pinta-alalla tarkoitetaan sen vaipan ja pohjien yhteenlaskettuja pinta-aloja.
a) Maarita lierion korkeuden suhde lierion pohjan sateeseen parametrin ¢ avulla lausuttu-

na. (2 p.)
Milla parametrin ¢ arvoilla
b) tallaista lieriota ei ole olemassa (2 p.)
c) on tasmalleen yksi tallainen lierio (3 p.)
d) on kaksi téllaista lieriota? (2 p.)
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Pitkd matematiikka, syksy 2012
Mallivastaukset, 28.9.2012

Mallivastausten laatimisesta ovat vastanneet filosofian maisteri Teemu
Kekkonen ja diplomi-insin6éri Antti Suominen. Teemu Kekkonen on opet-
tanut lukiossa viiden vuoden ajan pitkdd ja lyhyttd matematiikkaa seka fy-
siikkaa. Antti on toiminut neljd vuotta tuntiopettajana Teknillisessé korkea-
koulussa ja sen jédlkeen lukiossa. Antti ja Teemu ovat perustaneet MAFY-
valmennuksen ja opettavat sen kaikilla kursseilla ympéri vuoden. Namé mal-
livastaukset ovat Antti Suominen Oy:n omaisuutta.

MAFY-valmennus on Helsingissa toimiva, valmennuskursseihin sekd ma-
tematiikan ja luonnontieteiden opetukseen erikoistunut yritys. Palveluitam-
me ovat

« lddketieteellisen valmennuskurssit

o DI-valmennuskurssit

 yo-kokeisiin valmentavat kurssit
 arkkitehtuurin valmennuskurssit

« Mafynetti - sihkoinen oppimateriaali

Julkaisemme internet-sivuillamme kaiken palautteen, jonka asiakkaat anta-
vat kursseistamme. Néin varmistamme, ettd palveluistamme kiinnostuneilla
ihmisilla on mahdollisuus saada tarkka ja rehellinen kuva siitd, mitd meiltd
voi odottaa.

Tamai asiakirja on tarkoitettu yksityishenkiloille opiskelukéyttoon. Ko-
pion téastd asiakirjasta voi ladata MAFY-valmennuksen internet-sivuilta
www.mafyvalmennus.fi. Kaytto kaikissa kaupallisissa tarkoituksissa on kiel-
letty. Lukion matematiikan opettajana voit kiayttda tata tehtavipakettia op-
pimateriaalina lukiokursseilla.

MAFY-valmennuksen yhteystiedot:

internet: www.mafyvalmennus.fi
s-posti: ~ info@mafyvalmennus.fi
puhelin:  (09) 3540 1373
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1. a)
2(1 — 3w + 32%) = 3(1 + 2z + 22%)
2 — 6z + 622 = 3+ 62 + 622 1p
—12z=1 | :(-12)
1
=7 Tp(2p)
b) |z =1+

Taytyy olla 1 +2 > 0, eli x > —1. Kun # > —1, niin itseisarvoyhtalo on
yvhtapitava alla olevan ehdon kanssa.

r=1+z tai o=—(1+x) 1p(3p)

0=1 tai 20 =-1 | :2
1
aina epatosi tai x = o)
Vastaus: © = —% 1p (4 p)
c)
1
1 —-—r = —

- |- (1 — ), maarittelyehto 1 — z # 0
(1-2)(1-2)=1
-2 +1=1
" =22 =0 1p(5p)
x(x—2)=0

Tulon nollasdanto

r=0 tai z—2=0

tai T =

Vastaus: £ =0 tai z =2 1p(6p)

Ladkis valmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 1
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ln%+ln€—+ln2:M—M+lnez—M—f—M
x

6117

=)

=<

1p(2p)

1p(3p)
binomikaavan kaytosta

1p(4p)

1p(5p)

1p(6p)

Ladkis valmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 2
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3. a) f(z) = ie"(sinz + cosx)

Derivoidaan f:

1
f(x) = §ew(sinx+cosx)+§ex(cosx—sinx) 1p
256 smx+§e cosx+§e COST — —€e"sinx
=e"cosw 1p(2p)

Arvo nollassa on
f'(0)=€"cos0=1-1=1. 1p(3p)

™

[ ——

0

_ (7T—3008<7;>) - (0—3cos<g)>

/Oﬂ<1+sin(§)>d:v

1
=—n7—-3-——(=3-1
m—3.2—(=3-1)
3
=1——=+4+3
™ 2—1—
+3
a2
2

1p(6Dp)

Ladkis valmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 3
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E[ W] 1
«Q T, — cosq = ——
2] 3

sina+cos?a =1
sin?a=1—cos?a

sina = £v1 — cos? «

Padtelladn sin a:n merkki yksikkéympyrastéd, kun o € {ﬂ', 37”}

Vo
1

4

(oS, S

sina < 0,

Tp
1
sina = —v1 — cos? « ‘ |Isij. cosar = —3

joten

1p(2p)

Ladkis valmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 4
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Maéritetddn tan .

sin o 2v/2 1

t = R - __
ana = —— |Isij. sin o 5 cosa 3
_&
tan o = 1
2
tana*/\/_ (7/3)
tanoz:2\/§
Vastaus: sina = — 2\[Jatana—2\/_ 1p(3p)

b) Ratkaistaan sivu a kosinilauseella.

a? =32 +2%—~2.3-2-cos(30°) 1p (4 p)
6 3
a® = 9+4—/1/7'£
2
a* =13 - 6V3
a= £,\/13-6V3 1p (5p)
a=1,6148...
~ 1,61
Vastaus: Sivun pituus on /13 — 6v/3 = 1,61. 1p(6p)

Ladkis valmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 5
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5. f(z) = a® — 62> — 150 + 2, x € [2, 6]

Derivoidaan funktio.
f'(x) = 32® — 120 — 15 1p

Etsitdan derivaatan nollakohdat.
fl@)=0
32° - 122 - 15=0 |:3
1 —4r—5=0
4£,/(—4)2 —4-1-(-5)

T
2
4416+ 20
a 2
416
=9 Tp(2p)
r =5 (tai x = —1, ei kuulu tarkasteluvélille) Tp(3p)

f on polynomifunktiona jatkuva valilla [2, 6] ja derivoituva vélilla |2, 6], joten
se saa suljetulla valillA suurimman ja pienimmén arvonsa derivaatan nolla-
kohdissa tai valin pddtepisteissd. 1 p (4 p)

f(2)=2"—-6-22-15-2+2=—44 (suurin arvo)
f(5)=5*—6-5"—15-5+2 = —98 (pienin arvo)
f(2)=6>—6-6>—15-6+2 = —88

Vastaus: f:n suurin arvo vélilld [2, 6] on —44 ja pienin —98. 2p(6p)

(1 p, suurin arvo)
(1 p, pienin arvo)

Ladkis valmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 6
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y? = da
dr —3y =14

Maéritetadn paraabelin ja suoran leikkauspisteet

10
y* = da (1)
dr —3y =4 (2)
Sijoitetaan (1) yhtdloon (2)
y*—3y=4
v —3y—4=0
34/(=3)2—4-1-(—4)
v 21
345
YT
K
I
3 .
kun y = 4, ;C:Z-1+1:4, piste (4,4)
3 1 1
kun y = —1, x:Z-(—l)Jrl: 7 piste <4,—1)
2° Piirretdén paraabeli ja suora (z,y)-koordinaatistoon.
Paraabeli:
Yy =4dx | :4
Ly
YT
y |z =19
-3 (—3)2=1

@)
NN N e N N . =B

Ladkis valmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 7
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Ratkaistaan kuvaajan piirtdmistd varten suora muodossa y = f(x).

4y — 3y =4

Jy=4r—4 || :3

4 4
Yy=3t73 Tp(2p)
AY
r-Suy =G
(4,4
! \ﬂ?\:q‘)(

Tp(3p)
Ratkaistaan yhtlo (2) x:m suhteen.
dr —3y =14
4o =3y+4 | :4
3
= - 1
x 4y +
Merkitaén
3
fly) = T 1
Ly
9(y) = 17
Vélilla y € [—1,4] f(y) > g(y). 1p(4p)

Ladkis valmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 8
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Nyt voidaan laskea kysytty pinta-ala maarattynéd integraalina.

_/4(y +y_;4y) o650

Vastaus: Kysytty pinta-ala on 12 ~ 521. 1p(6p)

Ladkis valmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 9
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7. Lintulajien lukuméédra n riippuu saaren pinta-alasta A kaavan
n = kA
mukaisesti, missd k£ ja b ovat vakioita.
a) Tiedetédén, ettd
20 =k -10,2° (1)
ja
6 =k -0,0158" 1p (2)
Ratkaistaan yhtélo (1) k:mn suhteen.

20 =k-102" | :10,2°
_ 20
~ 10,20

Sijoitetaan (3) yhtdloon (2).

20
6=-——-0,0158" | :20
10,20

b
6  (0,0158
Sl s I

6 . 00158 || oo
In 55 = bIn =75 |+ o

6
- In 0
~ p 00158

10,2
=0,18608. ..
~ 0,186 1p(2p)

Sijoitetaan saatu b:n arvo yhtaloon (1)

20 — k A 10 20,18608... || . 10 20,18608...
20

100,18608...

k:

=12982...
~ 13,0

Vastaus: k£ = 13,0 ja b = 0,186. 1p(3p)

Ladkis valmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 10
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b) Nyt A = 708 km?, joten

n=kA®
= 12,0982 ... 708018608 1p(4p)
= 44,0237 ...
~ 44.
Vastaus: La Palman saarella pesii 44 lintulajia. 2p(6p)

Ladkis valmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 11
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P(”ehtii pitdmaan pdivittdisen luennon”) = p

ja

P(7ei chdi pitdméddn paivittdistd luentoa”) = ¢

Tehtdvianannon mukaan

ja

p=0,8

a) A: ”ehtii pitdméaan kaikki luennot”

P(A) =p° = 0,8° = 0,32768 ~ 32,8%

b) B: "yksi viidestd luennosta jaa pitimatta”

Kyseessd on binomitodennékoisyys, jossa n =5 ja k = 4.

c) Lasketaan ensin yksittdisten tapahtumien todennékoisyydet.

P(B) = <

k

n) pk qnfk

5
= .0,84.0,2°74
(4) ) )

=5-.0,8".0,2
= 0,4096
~ 41,0%

5
0) = ( ) -0,8%.0,2° = 0,2° = 0,00032

1) = <1> -0,81.0,2 = 0,0064

0

5
5) = ( ) -0,8°-0,2° = 0,8° = 0,32768

-0,8%2.0,2% = 0,0512

5
3) = ) -0,8%.0,22 = 0,2048
B

2p(2p)
Puutteellisista
merkinndista -1 p

1p@3p)

1p(4p)

1p(5p)

Ladkis valmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 12
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Viikossa pidettyjen luentojen odotusarvo on
E(X) =) pX;

= 0,00032 - 0+ 0,0064 - 1 + 0,0512 - 2
10,2048 - 3+ 0,4096 - 4 + 0,32768 - 5
=4

Vastaus: Odotusarvo on 4. 1p (6p)

Ladkis valmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 13
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9. Olkoot

= (cosp — 2sin )i+ j + (sinp + 2 cos p)k

a
b= (cos @ +sin )i+ j + (sing — cos )k

a) Vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos niiden vélinen pistetulo
on nolla.

a-b= {(cosgp —2sing)i+ 7+ (sing0+200sgp)ﬂ
. {(cosap +sin )i + 7 + (sinp — cos go)ﬂ
= (cosp — 2sin)(cos ¢ + sin ) + 1 + (sin ¢ + 2 cos p)(sin p — cos p) 1p

= cos® p + cosesiTy — 2singeos® — 2sin? p + 1 + sin? @
— sinweosP + 2 cosesimp — 2 cos? ¢

=1 —cos® p —sin ¢
=1 — (cos? p + sin? p)

1
=0 1p(2p)
Eli @-b = 0 kaikilla p € R. Vektorit @ ja b ovat siis toisiaan vastaan
kohtisuorassa. 1p(3p)
b) Olkoon ¢ = 0. Talléin

@ = (cos0—2sin0)i+ 7 + (sin 0+ 2 cos 0)k
=i+j+2k

( _

i

b= (cos0+sin0)i+ 7+ (sin0 — cos0)k
=k 1pwap)

Olkoot s,t € R. Nyt

sa+tb=s(i+j+2k)+ti+7—k)
= si+5j+ 25k +ti +tj —tk

=(s+t)i+(s+t)j+(2s—1)k

Jotta olisi

Ladkis valmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 14
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sa+th=1—7,

taytyisi siis vektorien yksikéasitteisyyden nojalla olla:

s+t=1
s+t=—1
2s —t =10 1p(5p)

s+t ei voi kuitenkaan samaan aikaan olla 1 ja -1, joten téllaisia kertoimia
s ja t ei ole olemassa.

1p(6p)

Ladkis valmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 15
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10. Muokataan yhtaloa:

erte = g
et — 2 =0, jossaacR.
Tarkastellaan erotusfunktiota

E(x) =" —x

E(z):n nollakohdat ovat yhtélon ratkaisuja.

Derivoidaan E:
F'(z) =e"t* -1

Etsitdan derivaatan nollakohdat:

E'(z)=0
et —1=0
era =1 ()
Ine*™ =1In1
r+a=0

T = —a 1p

Nyt koska
E"(z) = e*** > 0 kaikilla z € R

E’(x) on aidosti kasvava, joten

E'(z) <0, kunz < —a ja

F'(z) >0, kunxz> —a
Téten © = —a on funktion F(z) ainoa minimikohta. 1p(2p)
E(z):n pienin arvo on

E(—a)=e " —(—a)=e’+a=a+1.
E(x):114 ei ole nollakohtia, kun pienin arvo on positiivinen, eli kun
a> -1 1p(3p)

E(x):114 on yksi nollakohta, kun sen pienin arvo on nolla, eli

a=—1 1p(4p)

Ladkis valmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 16
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Tutkitaan jéljelle jaava tapaus a < —1. Silloin pienin arvo on negatiivinen,
koska

a< —1
a+1<0.

Tutkitaan F(z):mn merkkid minimikohdan molemmin puolin kohdissa x = 0
ja x = —2a. Ks. alla oleva kuva.

a<-|

Il Fl 1
' ) 1

0 - -2a

A\ 4

E(0)=e"""—0=¢">0
E(—2a) = e 2% — (=2a) = e * + 2a
Merkitaédn
fla) = E(—2a) = e * 4+ 2a
ja osoitetaan, ettd f(a) > 0, kun a < —1.
flla)=—e"*+2
Tutkitaan, milld a:n arvoilla derivaatta on negatiivinen
f'(a) <0
—e “4+2<0
—e <=2 |-(-1)
e *>2 | In()
—a>1n2|-(-1)
a< —In2~ —0,693

Néin ollen f’(a) < 0 kaikilla @ < —1. Saadaan kulkukaavio

-

1(a) —

flay T
Pienin
arvo

Ladkis valmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 17
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Pienin arvo on

f(=1)=e Y 4+2.(-1)= 0,718 > 0. 1p(5p)
Pienin arvo on positiivinen, joten f(a) ja siten my6s E(—2a) on positiivinen
kaikilla a < —1.

E(x) on monotoninen kohdan x = —a molemmin puolin, joten sill& on kor-
keintaan yksi nollakohta molemmilla puolilla. Koska E(z) vaihtaa merkkidan
véleilla [0, —a] ja [—a, —2al, niin silld on tdsméalleen kaksi nollakohtaa.

Vastaus: Yhtalolld ei ole ratkaisuja, kun a > —1, on yksi ratkaisu,

kun a = —1 ja on kaksi ratkaisua, kun a < —1. 1p (6p)
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Koska jono on geometrinen, sen n:s (n € Z, ) jisen on muotoa
an=aq""!, a,q€R, ¢#0.

Jos a = 0, niin a,, = 0 kaikilla n, jolloin viite pédtee. Voidaan siis olettaa,
ettd a # 0, jolloin a, # 0 kaikilla n.

Oletuksen mukaan on olemassa sellainen k € Z,, ettd ag,arr1 € Q.
Talloin my6s osamaara

k41 _ aqk —q 1p
a agh—1

on rationaaliluku.

Koska ¢ € Q, niin ¢* on rationaalilukujen tulo ja néin ollen rationaalinen.
Luku a voidaan kirjoittaa rationaalilukujen osaméarané seuraavasti:

Ap41 = aqk || : qk
Qg1
a—jﬁ* 1p(2p)

Se on siis rationaaliluku. Nahdéén, ettd jonon mielivaltainen jasen a, =
ag™ ! on rationaalilukujen tulo, joten jonon kaikki jisenet ovat rationaa-
lisia. 1p(3p)

Kéytetddn samoja merkint6ja jonon jasenille kuin a-kohdassa. Oletuksen
nojalla on olemassa s,t € Z, (s < t) siten, ettd jonon jisenet as = ag®!

ja a; = aq'~! ovat rationaalisia. Télloin osamé&érs
t—1
aq aq -
=g =q 1p(4p)
as  aq

on rationaalinen. Merkitaan

Jonon jasenet
st k(t—s) = aqs-l—k(t—s)—l _ aqs—l . (qt—s)k _ aspk’ ke N,

ovat rationaalilukujen tuloja, joten ne ovat rationaalilukuja. Koska tal-
laisia jasenid on ddrettoméan monta, niin viite patee.
2p(6p)
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12. Taulukon ¢:n arvot vastaavat osavélien pisteitd. f(¢) on aina vastaava funk-
tion arvo. Siten osavilin pituus on 3 tuntia ja puolisuunnikassédédnnolla (a = 0,

b= 24 ja h = 3). Saadaan: 1p
17 1 1
= [ f)dt~ —-3-[>-102+10,7 + 12,3+ 13,8 + 15,8
o7 [FHdt~ 23431024107 + 1234138 + 15,

1
+17.9 41704155 + 5 - 14,2} 4p(5p)
= 14,4

Vastaus: Vuorokauden keskilampétila on noin 14,4 °C. Tp((6p)

Ladkis valmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 20



-VALMENNUS

www.mafyvalmennus.fi

1p
13. < )
4z + 3 v (4+2 4+ 3
In(4x 4+ 3) —In(3x +4) = In = In =1In i
( ) ( ) 3r+4 X <3 + 4) %
; 2p(3p)
Téten siis raja-arvo on

4+ 32 440 4
li_>n<;10(ln(4:c +3) — In(3z + 4)> = lim In T I, N

z—oo0 3

Ladkis valmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 21



-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

*14. a)
(20,57 b) y=Fk)

(15.5; am;,;; 0)

>
hi e

(5,5 20,5 25,5

Ehdot toteuttavan tiheysfunktion kuvaaja on esitetty kuvassa 1. Tiheys-
funktion ja z-akselin rajaama ala on 1, joten koordinaatti b saadaan
ehdosta

1
A=1 |Kolmiolle A = §ah

1
5(25.5 - 155)b=1

5b=1 | :5
b=0,2 Tp
Kuvaaja muodostuu kahdesta suoran osasta. Méaritetddn suorien yhta-
lot.
0,2—-0
=———— =004
g 205 — 15,5
0—-0,2
ky = ———— = —0,04
> 255-1205 ’

Nousevan suoran yhtalo on

Yy — Yo = k(z — o)
y—0=0,04-(z—15,5)
y = 0,04z — 0,62 1p(2p)

Laskevan suoran yhtélo on
y—0=—004(x — 25,5)
y = —0,04x + 1,02
Tiheysfunktio on

0,04z — 0,62 , kun 15,5 <2 <205
flz) =< -0,040 + 1,02 , kun 20,5 <z < 25,5
0 , kun z < 15,5 tai x > 25,5 1p(3p)
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b) Kysytty todenndkoisyys on
19
Hx<w%:/fmﬂx
10

_ /(0,04:c —0,62) da

15,5
19
— /(0,02;152 —0,627) 1p@4p)
15,5
= (0,02 -19% — 0,62 -19) — (0,02 - 15,5 — 0,62 - 15,5)
= 0,245 ~ 0,25
Vastaus: Kysytty todennékoisyys on 0,25. 1p(5p)
c)
(1055¢) y=F Q)
(1557 VN‘?W 0)
+ ' —
15,5 20,5 30,5

Maaritetddn koordinaatti ¢ kuten a-kohdassa.
1
A=1 |Kolmiolle A = §ah

1
5(30.5 - 155)c =1

15 _ ||
2 ¢~ 15
B 2
‘1 1p(6p)
Kulmakertoimet ovat
2
by = 15 0 _2
205—155 75
2
LS S

T 305-205 75
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Nousevan suoran yhtalo on

9
— 0= (x—155
2 31
V=7 " 75
Laskevan suoran yhtélo on
0— 1 (z — 30,5)
Y= =g o
16l
Y= 7757 T 150
Tiheysfunktio on nyt
2 31
%x — , kun 15,5 <z < 20,5
flay={ 1 el
a4+ kun205< <305
Y T 1sg MR AR < @S,
0 , kun x < 15,5 tai x > 30,5 1p(7p)
Odotusarvo on
0
E(x) = / xf(x)dx
20,5 30,5
T e e
— ) "\t T )¢ \75% T 150) ¢ P&Pp)
15,5 20,5
20,5 30,5
_/(1 2 1312)+/<1 s, 1 612)
- 3 757 T2 75" 3 757 T2 150"
15,5 20,5
200 2 31 i 1 61
_ e 3_7 2 . 3 e 2
- / (22535 150w>+20/5 < 925" +300‘/’5>

—_

5

XS

2 31 2 31
= .20,5° — — .20,5% — ( 15,53 — — . 15,52>

22 150 225 150
1 61 1 61
— —.30,5°+ — - 30,5 — (— .20,5% + — - 20,52>
225 300 225 300
133
- - 22,166 ...~ 22,17 (€)
Vastaus: Odotusarvo on 22,17 €. 1p(9p)
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Kuvasta saadaan Pythagoraan lauseella ilmoitettua pallon sidde lierion sateen

ja korkeuden avulla.

Pallon pinta-ala on tdmén avulla:

A, = 47 R?
h2
= 47 <4 + 7“2)
= wh? + 4mr?

Lierion pinta-ala on
A, = 2nr? + 27rh
Taten pinta-alojen suhde on

_ﬁ_ wh? + 4rr? - h? + 4r?
A, 2mr2+2xrh 2r2+2rh
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a) Téstd saadaan lierion korkeuden suhde siteeseen ¢:n avulla:

. h? + 4r?
- 2r2 4 2rh
otr® 4 2trh = h* 4 4r* || : 1
h  h? h
20+ 2t— = — +4 |merkitdén z = —
T T T
2t + 2tz = 2* + 4
22z +4-2t=0
2t \/(—2t)2 —4-1-(4—2t)
z =
2

CmaVae—de 8

2
=tEVI2+2t—4

Eli
h
—=tEVt2+2t -4 (1) 1p(2p)

r

b) Lieri6té ei ole olemassa, kun 2 ei ole médritelty yhtélossd (1), eli kun
diskriminantti
D(t)y=t*+2t—4<0

Etsitdan nollakohdat:

t?+2t—4=0
t —24,/22—4-1-(—4)
B 2
. —2£420

9
t=—14++v5 tai t=—-1-+5

D(t) on ylospain aukeava paraabeli.
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4
A

Y- p(#)

Taten D(t) < 0, kun

—1—-V5<t<—-14++V5 1p@3p)

Lieriota ei ole myoskaén silloin, kun ¢ < 0, koska suhde e 6f voi olla

A
negatiivinen. Kaikilla muilla ¢:n arvoilla, eli kun l
t>—1+ 5,

lauseke (1) on mééritelty. Liséksi
L+ V2 +2t—4

on positiivinen luku, koska ¢ > 0, joten talloin on olemassa ainakin yksi
tehtdvanannon mukainen lierié. Téten siis tehtdvinannon mukaista lie-
riota ei ole olemassa, kun parametri

t< 145 1p (4 p)

c) Téasmalleen yksi lierio on olemassa sellaisella ¢, jolla on olemassa vain
yksi lierion korkeuden ja séteen suhde (1). Néin on ainakin silloin, kun

D)=t +2t—4=0

b-kohdan mukaan nollakohdat ovat ¢; = —1 — /5 ja to = —1 + /5,
joista vain ty = —1 + /5 kelpaa, koska t > OJb-kohdan mukaan lause-
ke (1) on méadritelty kaikilla ¢ > —1+ v/5. Suhteen % on kuitenkin oltava

1p(5p)
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positiivinen, joten lausekkeen (1) negatiiviset arvot ja arvo nolla taytyy

hyléta.
t+Vt2+2t—4

on aina positiivinen, kun ¢ > 0, mutta lauseke
t—Vt2+2t—4
voi saada negatiivisiakin arvoja tai arvon nolla. Kun

t—VE2+2t—4<0,

kaava (1) antaa vain yhden kelvollisen suhteen 2 ja lieriditd on vain yksi.
Tutkitaan, milloin ¢t — v/#2 4+ 2t —4 < 0, kun t > —1 + /5.

t—VE2+20—4<0 1p(6p)
t<VE2+2t—4
P<P+2o—4
2% —4>0
2% > 4
t>2

Téaten siis on vain yksi tehtdvidnannon mukainen lieri6, kun

t=—1+V5 tai t>2 1p(7p)

d) Kaksi lieriotéd 1oytyy, kun

Dit)=t*+2t—4>0 ja

t—Vt2+2t—-4>0
b- ja c-kohtien nojalla nidin on, kun

—1+V5<t<? 2p(9p)
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