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1. Lukujonot (12 p.)

Alla on annettu eraiden lukujonojen yleisten termien lausekkeet. Kerro kunkin jo-
non kohdalla, onko jono aritmeettinen, geometrinen, kumpaakin vai ei kumpaakaan

tyyppia.

11. a, =3-2"(2p.)

1.2. b, =n-3"12p.)

13. ¢, = T (2 p.)

14. d, =5@2p.)

1.5. e, = 2019 — 1/n (2 p.)
16. f,=3—-9@2p.)

Ratkaisu.

1.1 geometrinen
1.2 ei kumpikaan
1.3 geometrinen
1.4 kumpikin
1.5 ei kumpikaan
1.6 aritmeettinen

Aritmeettisen jonon yleinen jasen voidaan ilmoittaa muodossa a,, = a1 + (n — 1)d,
missa d on erotusluku. Geometrisen lukujonon yleinen jasen voidaan ilmoittaa muo-
dossa a, = a,q" !, missé ¢ on jonon suhdeluku. Jos lukujonon perakkaisten jase-
nien erotus ei ole vakio, lukujono ei ole aritmeettinen. Vastaavasti, jos lukujonon
perakkaisten jasenien suhde ei ole vakio, lukujono ei ole geometrinen.

1.1

a, =3-2"
_ 3 X 27L71+1
=3. 271,71 X 21
—3.9" 1.9
—6- 2n71

Lukujono a,, on siis geometrinen.
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1.2 Lasketaan lukujonon jasenet by, . . . by:

by =1-3
=3
by =2-3°
=18
by =333
=381
by=4-31
=324

Jasenten valinen erotus ei ole vakio, lukujono ei siis ole aritmeettinen. Laske-
taan jasenten valiset suhteet:

by 18 _
by 3
bs 81
—:_:4
by 18 2
ba 324,
b3 81

Suhde ei ole vakio, joten lukujono b,, ei ole mydskaan geometrinen.
1.3

¢, =Tt
_ 7n—1+2
_ 7n—1 . 72
=7""1.49
=49 .71

Lukujono ¢,, on siis geometrinen.
1.4

d, =5
=5-1
=5.1"! (milla tahansa n)

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 3


https://www.mafyvalmennus.fi

MAFY-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

Lukujono d,, on siis geometrinen kun ¢ = 1. Toisaalta myos

d, =5
=540
=5+4+0-(n—1) (milla tahansa n)

Lukujono d,, on siis my®s aritmeettinen kun d = 0.

1.5 Lasketaan lukujonon jaseneteq, ... e4:

1
e1=2019 — -
= 2018
1
€2 = 2019 — -
= 2018,5
1
es = 2019 —
= 2018,666 . . .
1
€4 =2019 — -
= 2018,75

Jasenten valinen erotus ei ole vakio, lukujono ei siis ole aritmeettinen. Laske-
taan jasenten valiset suhteet:

es 20185

2= = 1,00024777 ...

e; 2018 ’

es  2018,666. ..

= = —1,00008257 ...
es 2018,5 ’

e 2018,75

S T —1,000041281 . ..
es  2018,666...

Suhde ei ole vakio, joten lukujono e,, ei ole mydskaan geometrinen.
1.6

fn=3—-9n
=3-9-(n—1+1)
—3-9-(n—1)—9
=—6-9-(n—1)

Lukujono f,, on siis aritmeettinen.

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa.
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2. Kuusi kolmiota

Alla on esitetty kuusi kolmiota, joista on annettu joitakin tietoja. Tarkoituksena on
ratkaista sivu x tai kulma 6.

Valitse kunkin kolmion osalta tilanteeseen parhaiten soveltuva kaava ja kirjoita vas-
tauskenttdan sivun z pituus tai kulman @ suuruus asteen tarkkuudella. Ald peruste-
le tdman tehtdvan vastauksia. Tassa tehtavassa ei voi kayttaa kaavaeditoria. Kunkin
vastauksen maksimipituus on 10 merkkia.

2.1. Valitse kolmion osalta tilanteeseen parhaiten soveltuva kaava ja kirjoita vas-
tauskenttaan sivun x pituus. (1 p.)

10
6
| |
T

O a?+b? =2

O a+p+~y=180°

O sinoz:%

O cos« :%

O tana = %

Ratkaisu.

Kyseessa on suorakulmainen kolmio, joten Pythagoraan lause patee.
2.2. Kohdan 2.1. kolmiossa patee sivun pituudelle x = yksikkoa. (1 p.)

Ratkaisu.

v
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a’ + b =¢?

62 + 2% = 10?

36 4+ 2% = 100
22 =100 — 36
2% = 64
r= 1 V64
=38

2.3. Valitse kolmion osalta tilanteeseen parhaiten soveltuva kaava ja kirjoita vas-
tauskenttaan kulman 6 suuruus. (1 p.)

0 I =
O a®+b* = ?
O a+ B+~ =180°
O sina =%
O cosa :%’
O tana = ¢
Ratkaisu.

tana = ¢ TAla + 8+ = 180°

1p(3p)
Kuvan perusteella kolmio on suorakulmainen ja sen kateetit ovat yhta pitkat.

2.4. Kohdan 2.3. kolmiossa patee kulman suuruudelle § = °.(1p)

Ratkaisu.

)= i
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Kaytetaan hyvaksi tietoa, etta kolmion kateetit ovat yhta pitkia. Eli a = b, joten:

a
tanf = —
an 2

_a
a
tanf =1
0 = 45°

Koska kolmiossa on kaksi yhta pitkaa sivua, se on tasakylkinen kolmio. Talla
perusteella kulma 6 ja kolmion toinen terava kulma (merkitaan ') ovat yhta
suuret.

6+ 6 +90° =180°
20 +90° = 180°

20 = 90°

0 = 45°

2.5. Valitse kolmion osalta tilanteeseen parhaiten soveltuva kaava ja kirjoita vas-
tauskenttaan kulman 6 suuruus asteen tarkkuudella. (1 p.)
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O a2+ b? =2
O a+p+~y=180°
O sina = %
O cosa = %’
O tana = ¢
Ratkaisu.
2.6. Kohdan 2.5. kolmiossa patee kulman suuruudelle 6 =~ °.(1p)
Ratkaisu.
f~ 560
6
tanf = —
T
3
2
0 = 56,3099...°
0 ~ 56°

2.7. Valitse kolmion osalta tilanteeseen parhaiten soveltuva kaava ja kirjoita vas-
tauskenttaan kulman @ suuruus. (1 p.)
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O a2+ b? =2
O a+pf+~y=180°
O sina =

O cosa =

o Olo ol

O tana =
Ratkaisu.
a+ B+ =180°

2.8. Kohdan 2.7. kolmiossa patee kulman suuruudelle 6 = °.(1p.)

Ratkaisu.
=30

a+ B+~ =180°

85° + 65° 4 6 = 180°
6 = 180° — 85° — 65°
0 = 30°

2.9. Valitse kolmion osalta tilanteeseen parhaiten soveltuva kaava ja kirjoita vas-
tauskenttaan sivun x pituus. (1 p.)

\

| 30°

O a?+ b =¢?
O a+f+~v=180°

O sina:%
O cosoz:lz’
O tana:%
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Ratkaisu.
2.10. Kohdan 2.9. kolmiossa patee sivun pituudelle x = yksikkoa. (1 p.)
Ratkaisu.
z =10 1p
(10p)
=
sin 30° = 2
xr
5
~ sin 30°
5
-1
2
=10

2.11. Valitse kolmion osalta tilanteeseen parhaiten soveltuva kaava ja kirjoita vas-
tauskenttaan kulman 6 suuruus asteen tarkkuudella. (1 p.)

7

-

O a®+b* = ¢?

O a+ B+~ =180°
O sina =
O cosa =

O tana =

g Ol ol
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Ratkaisu.

COSOZZZQ

C

2.12. Kohdan 2.11. kolmiossa péatee kulman suuruudelle 6 ~ °.(1p.)
Ratkaisu.
0 ~ 54°

08l = —

COS 12
= 54,3146...°
0 ~ 54°

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa.
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3. Paraabeli ja suora (12 p.)

Aineisto:

3.A  Kuva: Leikkauspisteet

N
2
L]
(%]
[
[en]
o
N
=\

Kuvassa 3.A on paraabeli y = 422 ja erds suora. Maaritd graafisesti suoran yhtalé.
Maarita laskemalla leikkauspiste P suoran ja paraabelin yhtaléiden avulla.

Ratkaisu.

Kuvasta havaitaan, ettd suoran kulmakerroin on k = 1 ja vakiotermi b = 3
Suora on siis
y=x+3. 1p(3p)

A 1
Kulmakerroin on y:n muutoksen suhde z:n muutokseen eli A—l/ =1 1. Vakioter-
x

mi b on suoran ja y-akselin leikkauspisteen y-koordinaatti.

Kahden kayran leikkauspisteet saadaan yhtaléparin ratkaisuna.

y=x+3
y= 12

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 12
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4a? =z +3 |—x—3 1p(5p)
4a* —2—3=0 |[ratkaisukaava 1p(6p)
—b +b? — 4dac
Tr =
2a
D=V ()
1+£+v1+448
oo LEVITE
1£7
T =—
8
8 , —6
Tr= = tai Tr=—
8 8
, 3
r=1 ta z= -1
, : L 3
Pisteen P x-koordinaatti on siisz = ——. 1p
4 (10p)
Lasketaan pisteen P y-koordinaatti.
3 3 12 9
Yy=x+ 1 + 1 + 1 1

11p)

—_— N
© ©

39
Vastaus: Suoran yhtalo ony = z + 3. Piste P = (_Z’ Z) :

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.
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4. Numerotemppu (12 p.)

Riikka on kehittanyt seuraavan numerotempun ja testaa sita serkullaan Almalla. Al-
ma on syntynyt 1.2.2000. Riikka esittaa Almalle seuraavat askeleet:

(a) Valitse luku valilta 1-9.

(b) Kerro valitsemasi luku luvulla 2.

(c) Lisaa saamaasi lukuun 5.

(d) Kerro nyt saamasi luku luvulla 50.

(e) i) Jos olet jo viettanyt syntymapaivaasi tana vuonna, lisaa lukuusi luku 1769.
ii) Jos et ole viela viettanyt syntymapaivaasi tdna vuonna, lisaa lukuusi luku

1768.
(f) Vahenna nyt tuloksesta syntymavuotesi.
(g) Kerro, minka tuloksen olet saanut.

Kun Alma vastaa 319, niin Riikka tietaa kertoa, ettd Alma on 19-vuotias ja etta han
valitsi alussa luvun 3.

Selita matemaattisesti, miksi Riilkan numerotemppu toimi Almalle, ja miksei se toimi
Alman isoisodidille, joka on yli 100-vuotias.

Ratkaisu.

Merkitaan askeleessa (a) valittua lukua tuntemattomalla x ja selvitettavaa ikaa tun-
temattomalla y.

(b) askeleessa saadaan luku 2.

(c) askeleessa saadaan luku 2z + 5.

(d) askeleessa saadaan luku 50(2x 4 5) = 100x + 250.

Tutkitaan erikseen tapaukset i) ja ii).

* Jos syntymapaiva on vietetty, saadaan (e) askeleessa luku 100x+250+1769 =
100z + 2019.

Koska syntymapaiva on jo ollut, syntymavuosi on 2019 — y.

Talloin (f) askeleessa saadaan luku 100z + 2019 — (2019 — y) = 100z + .

* Jos syntymapaivaa ei ole viela vietetty, saadaan (e) askeleessa luku 100z +
250 + 1768 = 100z + 2018.

Koska syntymapaiva ei ole viela ollut, syntyméavuosi on 2019 — (y + 1) =
2018 — .

Talloin (f) askeleessa saadaan luku 100z + 2018 — (2018 — y) = 100z + .
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Molemmissa tapauksissa saatiin sama tulos 100x + y. 1p(9p)

Luku = on yksinumeroinen. Jos ika y on korkeintaan kaksinumeroinen, niin luvus-
ta 100z + y tulee sellainen, ettad satoja ilmaiseva numero on x ja kaksi viimeista

. )
numeroa kertovat suoraan ian y arvon. | 1p
-~ , . o (10p)
Jos ikd y on kolmenumeroinen, niin luvun 100z + y satoja ilmaiseva numero on ——J
summa luvusta x seka ian y sadoista, jolloin satoja ilmaiseva numero ei suoraan ole
—
luku z. 2p
1
(12p)
| —

Tehtavan voi ratkaista myds ottamalla toiseksi tuntemattomaksi ian sijasta synty-
mavuoden.

Numerotemppu toimii vain vuonna 2019.
Askeleessa (a) valitun luvun on oltava kokonaisluku, jotta numerotemppu toimii.

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.
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5. Akun varaus (12 p.)

Akun varausta kuvaa malli @ - ¢¢, kun ¢ on aika tunneissa, a = 100 C ja ¢ = 0,877.
Mika on akun varauksen puoliintumisaika?

Ratkaisu.

Puoliintumisaika on se aikavali T, jonka kuluttua akun varaus on vahentynyt puo-
leen alkuperéisesta. Kun aika on t = 0, akun varaus on mallin mukaan

a-q¢ =a-1=a 1p(3p)

N
©

Puoliintumisajan jalkeen akun varaus on puolet tasta, eli

1
a-quia:05a 1p(4p)

Ratkaistaan tasta yhtalosta puoliintumisaika 7":

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1 |

a-q¢" =050
08777 = 0,5 [Hogg szz()
T =logg 877(0,5)
o T =52811... b
(11p)
Vastaus: Puoliintumisaika on 5,3 tuntia. Myos vastaus 5 tuntia 17 minuuttia hyvak-
sytaan. 1p
(12p)
| RATKAISUVAIHTOEHTO 2
a-¢f =0,5a
0,877" = 0,5 [log() =

1og(0,877") = 10g(0,5)

T -10g(0,877) = log(0,5)
log(0,5)
—1og(0,877)
T =5,2811...

1p(9p)

-
o

Tp
(11p)

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 16


https://www.mafyvalmennus.fi

MAFY-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

*: Tassa voi kayttaa mita tahansa logaritmia.

Vastaus: Puoliintumisaika on 5,3 tuntia. Myos vastaus 5 tuntia 17 minuuttia hyvak-
sytaan. Tp
(12p)

| RATKAISUVAIHTOEHTO 3 |

Tehtavanannossa esiintyva yksikkd C luvun a perdssa on sahkévarauksen yksikkod
Coulomb. Siita tai sen fysikaalisesta tulkinnasta ei tarvitse tassa tehtavassa valittaa.

100 - ¢ =50 | : 100
0,877T =0,5 [ 109&}377()
T =logg 577(0,5) 2p
1p T =52811... (1%)
(11p)
Vastaus: Puoliintumisaika on 5,3 tuntia. Myos vastaus 5 tuntia 17 minuuttia hyvak-
sytaan. Tp
(12p)

Minuutit saadaan ratkaistua seuraavasti: Otetaan tuntimaaran desimaaliosa ja ker-
rotaan se 60:1a: 0,2811 - 60 = 16,871 ... ~ 17 minuuttia.

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa.
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6. Algoritmista ajattelua (12 p.)

Alakoulun oppilaat harjoittelevat algoritmista ajattelua ja ohjelmointia. Oppilaiden
tehtavana on ohjelmoida toisiaan toimimaan tasmalleen tarkasti annettujen ohjei-
den mukaan. Eras oppilas antaa luokkatoverilleen seuraavat ohjeet:

(a) Aloita pisteesta A.

(b) Kulje tasmalleen 2 metria suoraan eteenpain.

(c) Kaanny 90 astetta oikealle.

(d) Kulje tdsmalleen 4 metrid eteenpain.

(e) Kaanny 90 astetta oikealle.

(f) Kulje tdsmalleen 7 metria eteenpain ja olet perilla pisteessa B.

6.1. Esita oppilaan kulkema reitti kayttamalla sopivaa piirto-ohjelmaa ja kuvakaap-
paustyokalua. (6 p.)
6.2. Laske pisteiden A ja B valinen etaisyys. (6 p.)

Ratkaisu.

6.1

4 m

ldhtosuunta 2m

Tm

B
3p©9p) | 6.2 Pisteet A, B ja C' muodostavat suorakulmaisen kolmion, jonka kateetit tunne-
taan. Etdisyys x saadaan Pythagoraan lauseella: 1p

(10p)
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léhtésuunta 2m 2m
4 m
t C
A
X 5m
B
2% = 47 4 57 1p
=16 + 25 (7p)
=41
r= 1 v41 =6,403...
~ 6,4
Vastaus: Pisteiden A ja B valinen etaisyys on 6,4 metria. 1p

(12p)

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa.
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7. Osakekaupat (12 p.)

Aineisto:

7.A Tiedosto: Porssikurssit

Aineistossa 7.A on Helsingin pérssin kolmen eri osakkeen osakekurssit, joiden mu-
kaisin hinnoin Roope osti ja myi osakkeita. Han ostaa 1.2.2018 kello 14.00 osaket-
ta B yhteensa 1000 eurolla. Han vaihtaa 2.2.2018 kello 10.00 kaiken osakkeeseen
C, ja samana paivana kello 18.00 han vaihtaa edelleen kaiken osakkeeseen A. Han
myy kaiken 3.2.2018 kello 16.00. Jokaisesta osto- ja myyntitoimeksiannosta Roope
maksaa 4,00 euroa valityspalkkiota. Vaihdon yhteydessa tapahtuu seka myynti- etta
ostotoimeksianto. Kuinka paljon Roopella on rahaa osakkeet myytyaan?

Ratkaisu.
Roope ostaa 1000 eurolla osaketta B 1.2.2018 klo 14:00. Osakkeen hinta on 3,0 eu-
roa kappaleelta. Roope maksaa ensin 4 euroa ostopalkkiota, eli hdn saa osakkeita

yhteensa

1000€ —4€ =996 €
996 €

———— = 332 kpl osakkeita 1p(3
3,0 € /osake .

Seuraavana paivana klo 10:00 Roope vaihtaa kaiken osakkeeseen C eli Roope ensin
myy osakkeet B ja ostaa myynnista saamillaan rahoilla osaketta C. Nyt osakkeen B
hinta on enaa 2,5 euroa osakkeelta eli Roope saa myynnista

= 137 kpl osakkeita 1p(7p)

332kpl - 2.5€ /osake — 4€ = 826 €
Roope saa siis ostettua osakkeita C yhteensa

826€ — 4€ =822€

e (509)

6,0 €/osake

Samana paivana klo 18:00 Roope vaihtaa kaikki osakkeet C osakkeiksi A. Nyt osak-
keen C hinta on 7,0 euroa osakkeelta, joten Roope saa osakkeiden myynnista

137kpl - 7.0€ /osake — 4€ = 955 €

Roope saa siis ostettua osakkeita A yhteensa

955€ —4€ =951€ 1p(9p)
951€

————— = 317 kpl osakkeit

5.0€ Josake 317 kpl osakkeita (11p0p)
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Seuraavana pdivana Roope myy kaiken klo 16:00. Tall6in osakkeen A hinta on 2,8
euroa osakkeelta. Myyntipalkkion jalkeen Roopelle jaa rahaa

1p 317kpl - 2.8€ /osake — 4€ = 883,60 € 1p
(11p) (12p)
Vastaus: Roopella on 883,60 euroa rahaa osakkeet myytyaan.
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8. Kuvaajan tangentti (12 p.)

Tarkastellaan polynomia p(z) = 23+ 5x ja sen kuvaajan tangenttia pisteessa (1, 6).
Maarita derivaatan avulla tdman tangentin yhtalo.

Ratkaisu.

Derivaatta on tangentin kulmakerroin. 1p

(r )
p'(z) =32 +5.
(20059

Funktion p derivaatta on

Pisteeseen (1,6) piirretyn tangentin kulmakerroin on siis

pP(1)=3-1"+5=8. 2p(5p)

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1: |

Tangentin yhtalo:

y=kx+b
6=Fk-8+5b
6=8-1+0
b= -2 2p
(11p)
Vastaus: Tangentin yhtdloé on y = 8x — 2. 1p

(12p)

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2:

Muodostetaan tangentin yhtal® pisteen kautta kulkevan suoran yhtalén kaavan avul-
la.

Y —yo = k(z — x)
y—6=~k(xz—1)
y—6=8(x—1)

Laskinohjelmasta saadaan y = 8z — 2.
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y:n voi ratkaista myos kasin nain:

y—6=_8(z—1)
y—6=8xr—38 | +6
y=8xr — 2

Vastaus: Tangentin yhtalé on y = 8x — 2. 1p
(12p)

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa.
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9. Vektorit / 12-sivuinen noppa (12 p.)

Jos valitset tédman tehtdvan, ratkaise joko 9.1. TAl 9.2. (Voit valita kumman ta-
hansa tehtavan riippumatta siitd, minka opetussuunnitelman mukaisesti olet opis-
kellut.)

9.1. (Vanha opetussuunnitelma, ennen 1.8.2016 lukion aloittaneet)
Aineisto:

9.A Kuva: Suunnikas

A a B

Kuvassa 9.A on suunnikas. Esita vektorit Eja BD vektoriena = Eja b= AD
avulla lausuttuina, kun piste E on janan C'D keskipiste.

Ratkaisu.

AE = AD + DE
(2240

S

=b+ §DC 2p(4p)
_ b+ 4B

2

—p 1

=b+ 5a 2p(6p)
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BD =BA+ AD ap
- _ (10p)
2p =—-AB+b
(12p) _
=—a+b

Vastaus: AE = b+ 1a ja BD=—a+b

Vastauksen voi antaa myo6s esimerkiksi muodossa AE = AD + %AB ja
BD =—-AB+ AD.

Huom! Virilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa.
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9.2. (Uusi opetussuunnitelma, 1.8.2016 tai sen jalkeen lukion aloittaneet)

Heitetdadn kahta 12-sivuista noppaa, joiden silmaluvut ovat 1,2,...,12. Laske tulosten
summan odotusarvo ja keskihajonta esimerkiksi taulukkolaskentaohjelman avulla.

Ratkaisu.

Alla olevassa taulukossa on muodostettu kaikkien mahdollisten arpalukuparien sum-
ma. Jokainen yhdistelma on yhta todennakdinen, joten naiden lukujen keskiarvo on

summan odotusarvo ja niiden keskihajonta on summan keskihajonta.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 Noppa 1
1 2 3 4 A 6 7 ] 9 10 11 12 13
2 3 4 5 6 7| 8 9 10 il 12 13 14
3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15
4 5 3 7 g 9 10 11 12 13 14 15 16
5 6 7| 8 9 10 il 12 13 14 15 16 17
6 7| 8 9 10 " 12 13 14 15 16 17 18
T 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20
9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 H 22 23
12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Noppa 2
Keskiarvo 13
Keskihajonta 4.86194

4p
Taulukkoon saatu summat taytettya oikein: nelja pistetta. (12p)
Keskiarvo laskettiin LibreOfficen funktiolla KESKIARVO () ja keskihajonta funktiolla
KESKIHAJONTA.PQ).
Vastaus: Odotusarvo on 13 ja keskihajonta 4,88. 4p
(12p)

Oikeasta odotusarvosta saa kaksi pistetta ja oikeasta keskihajonnasta saa kaksi pis-
tetta.
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10. Perheen keski-ika (12 p.)

Matti ja Maija menevat naimisiin, kun he ovat 23- ja 21-vuotiaita. Heille syntyy en-
simmainen lapsi tasan 2 vuotta haiden jalkeen. Esikoisen jalkeen perheeseen syntyy
viela kolme lasta tasan 4 vuoden valein. Milloin perheen keski-ika on pienimmillaan?
Mika on perheen keski-ika silloin?

Ratkaisu.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1: |

Niin kauan kuin perheenjdsenten lukumaara ei kasva, keski-ika kasvaa ajan kuluessa. - 1p

Lasketaan keski-ika naimisiin mennessa seka juuri lasten syntymien jalkeen. 1p(2p

Keski-ika naimisiin mennessa:
23+ 21 B

2
Keski-ika heti ensimmaisen lapsen jalkeen:

22 1p(3p)

(23+2)+(214+2)+0
3

=16 2p(5p)

Keski-ika heti toisen lapsen jalkeen:

(23+2+4)+(21+24+4)+4+0
. -

15 2p(7p)

Keski-ika heti kolmannen lapsen jalkeen:

(234+2+42-4)+(214+242-4)+2-444+0
5

= 15,2 2p(9p)

Keski-ika heti neljannen lapsen jalkeen:

N
©

(234+2+3-4)+(21+2+3-4)+3-44+2-4+4+0

16
6

(11p)

Vastaus: Keski-ika on pienimmillaan juuri toisen lapsen syntyman jalkeen. Keski-ika
on talléin 15 vuotta. 1p
(12p)

Ajankohdan voi ilmaista myods vuosina haista: 6 vuotta haiden jalkeen.
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aika haista (a) Matin iké (a) Maijan iké (a) 1. lapsen iké (a) 2. lapsenikd (a) 3. lapsenika (a) 4. lapsen iké (a) perheen keski-ika (a)

1) 23
1 24
2 25
3 26
4 27
5 28
6 29
7 30
8 )
9 32
10 33
11 34
12 35
13 36
14 a7
15 38
16 39
17 40
18 41
19 42
20 43
21 44
22 45
23 46
24 47

21

22
23
24
25
26
27
28
29
30
3

32
33
34
35
36
37
38
39
40
4

42
43
44
45

W~ m AW N = OO ~G o W=

[
o

(SIS
[

Do m~NOmEwN 2O

BN

22
23

16 ensimmaisen lapsen syntyman jalkeen

17
18
19

Disen lapsen syntyman jalkeen

Cwom~N;m AN = o

16
17
18

15,2 kolmannen lapsen syntyman jélkeen

16.2
172
182

16 neljannen lapsen syntyman jalkeen

17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

Taulukko on laadittu LibreOffice Calcilla ja perheen keski-iat on laskettu riveittdin

funktiolla KESKIARVO ().

Vastaus: Keski-ika on pienimmillaan juuri toisen lapsen syntyman jalkeen. Keski-ika

on talloin 15 vuotta.

Ajankohdan voi ilmaista myds vuosina haista: 6 vuotta haiden jalkeen.

Jokaisesta oikein olevasta ikasarakkeesta saa yhden pisteen. Oikein olevasta keski-

ikasarakkeesta saa viisi pistetta.

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa.
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11. Neliéjuuren likiarvo (12 p.)

Opiskelijoiden tehtavana on maarittaa lavistajan pituus sellaiselle suorakulmiolle,
jonka sivujen pituudet ovat 1 ja 2. Kaytdssa on kuitenkin vain laskin, jolla voi laskea
yhteen-, vahennys-, kerto- ja jakolaskuja, mutta ei nelidjuuria. Opiskelijat tietavat,
ettd luvun 5 nelidjuurelle voi maarittaa likiarvoja seuraavan jonon avulla:

371:3,
1 5)
xn+1:§ xn—i—x— , n>1.

llpo yrittaa paasta helpolla ja tarjoaa luvulle V/5 arviota xy. Simo puolestaan paattaa
kayttaa arviota x4. Vertaa arvioita xs ja x4 laskimen antamaan luvun /5 likiarvoon.
Kuinka monta prosenttia liian suuria llpon ja Simon arviot ovat?

Ratkaisu.

Lasketaan lukujonon nelja ensimmaista jasenta.

T =3
ZL‘2:%(3+§>:§
1/7 5 47
9‘33:5(5*;):5
L /47 5\ 2207
Ty 5(54-%)—@

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1: |

Lasketaan, kuinka monta prosenttia x5 on suurempi kuin V5.

Xo — \/5 . % - \/5
V5 V5
~ 0,0435
= 0,0435 - 100 %
=435%
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Lasketaan, kuinka monta prosenttia x4 on suurempi kuin V5.

1'4—\/3_%077_\/5

1p =

(10p) V5 V5
~4,11-1077 1p
=4,11-1077-100 % (11p)
=411-10°% 1p

(12p)
| RATKAISUVAIHTOEHTO 2:|
Lasketaan lukujen x5 ja v/5 suhde.
T2 %
=~ 1,0435. 1p(7p)

Z5 on siis 0,0435 = 4,35 % liian suuri. 2p(9p)

Lasketaan lukujen x4 ja /5 suhde.

2207
I X4 Tosr
(10p) VB Vb

~ 1,000000411.

x4 on siis 0,000000411 = 0,0000411 % liian suuri.

Vastaus: lpon arvio on 4,35 % liian suuri ja Simon arvio on 0,0000411 % = 4,11 - 107° %
lilan suuri.

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.
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12. Suureiden suhteet (12 p.)

12.1. Tasapaksusta marmeladilevysta leikataan herkkupaloja isolla ja pienelld ym-
pyranmuotoisella muotilla. Ison muotin halkaisija on kaksi kertaa niin suu-
ri kuin pienen. Namuska on tottunut sydémaan kolme isoa marmeladipalaa.
Kuinka monta pienta palaa hanen pitdisi sydda saadakseen yhta paljon mar-
meladia? (4 p.)

12.2. Lassi Lounastaja on tottunut sydmaan lounaallaan kaksi isoa perunaa. Eraa-
na paivana tarjolla on pienia perunoita, joiden halkaisija on vain 60 prosenttia
ison perunan halkaisijasta. Kaikki perunat ovat yhdenmuotoisia. Kuinka mon-
ta pikkuperunaa Lassin pitdisi sytda saadakseen saman verran perunaa? (6
p.)

12.3. Eraan musiikkikappaleen esittamiseen kuluu 40-henkiselta kuorolta 7 minuut-
tia ja 40 sekuntia. Eraassa esityksessa kolme kuoron jasenta on flunssan ta-
kia poissa. Kuinka kauan tdman kappaleen esittamiseen kuluu 37-henkiselta
kuorolta? (2 p.)

Ratkaisu.

12.1

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1:]

Herkkupalan marmeladin maara on suoraan verrannollinen muotin pinta-alaan.

Merkitaan

+ pienen muotin halkaisijaa tuntemattomalla d.
+ pienen muotin pinta-alaa tuntemattomalla A;.

+ ison muotin pinta-alaa tuntemattomalla A,.

Ison muotin halkaisija on kaksi kertaa niin suuri kuin pienen eli ison muotin
halkaisija on 2d.

Muottien leikkauskuviot ovat yndenmuotoiset. Yhdenmuotoisten kappaleiden
pinta-alojen suhde on pituuksien suhteiden nelid.

Saadaan yhtalo:
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A 24\ 2
(%)
4

A=

Namuska on tottunut sydmaan marmeladia siis
3 . 4A1 = 12141,
joka on yhta paljon kuin kahdessatoista pienessa herkkupalassa.

Vastaus: Namuskan pitaisi sydda 12 pienta palaa.

RATKAISUVAIHTOEHTO 2:

Merkitaan pienen muotin sadetta tuntemattomalla r.

Ison muotin halkaisija on kaksi kertaa pienen muotin halkaisija. Talldéin myd&s

ison muotin sdde on kaksi kertaa pienen muotin sade. Ison muotin sade on

siis 2r.
Merkitadn marmeladilevyn paksuutta tuntemattomalla h. Herkkupalat ovat

suoria ympyralierioita.

Pienessa herkkupalassa on marmeladia

.

Isossa herkkupalassa on marmeladia

7(2r)*h = 4nr?h.

Namuska on tottunut sydémaan marmeladia siis

3-4mr’h = 127r2h,
joka on yhta paljon kuin kahdessatoista pienessa herkkupalassa.

Vastaus: Namuskan pitdisi sydda 12 pienta palaa.
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Herkkupalan marmeladin maara on suoraan verrannollinen muotin pinta-alaan.

Merkitdaan pienen muotin sadettd tuntemattomalla r. Talléin pienen muotin

halkaisija on 27.

Ison muotin halkaisija on kaksi kertaa pienen muotin halkaisija eli 2 - 2r = 4r.

Talldin ison muotin sdde on — = 2r.

-
©

Muotit ovat ympyran muotoisia.

Pienen muotin pinta-ala on
mre.

1p(2p)

Ison muotin pinta-ala on
7(2r)* = 4mr?.

1p(3p)

Namuska on tottunut sydmaan marmeladia siis

3-4mr? = 12mr?,

joka on yhta paljon kuin kahdessatoista pienessa herkkupalassa.

Vastaus: Namuskan pitaisi syoda 12 pienta palaa.

1p(4p)

Merkitaan

+ ison perunan halkaisijaa tuntemattomalla d.
+ pienen perunan tilavuutta tuntemattomalla V.

« ison perunan tilavuutta tuntemattomalla V5.

Pienen perunan halkaisija on talléin 0,6d.

Yhdenmuotoisten kappaleiden tilavuuksien suhde on pituuksien suhteen kuu-

tio.

1p(5p)

Saadaan yhtalo:

1p(6p)

1p(7p)

1p(8p)

Vo 1

Vi 0,63
1

%:@Vl

Lassi on tottunut sydmaan perunaa

1
Wy =2 —V; ~ 9,259V,

1p(9p)

0,63
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Vastaus: Lassin pitdisi sydda noin 9 ja yksi neljasosa pikkuperunaa.

12.3 Musiikkikappaleen pituus on vakio eika riipu kuorolaisten maarasta.

Vastaus: Kappaleen esittamiseen menee noin 7 minuuttia 40 sekuntia.
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13. Suomen vaeston rakenne (12 p.)

Aineisto:

13.A Taulukko: Suomen vaeston rakenne

Aineistossa 13.A on esitetty Suomen vaeston rakenne. Laske 15-64-vuotiaiden asuk-
kaiden lukumaarat vuosina 1900, 1950, 1990, 2000, 2010 ja 2016. Sovita laskemaasi
aineistoon lineaarinen malli f(x) ja toisen asteen polynomi g(z). Ennusta molem-
pien mallien avulla Suomen 15-64-vuotiaiden lukumaarat vuosina 2035 ja 2350 ja
pohdi ennusteiden mielekkyytta.

Ratkaisu.

Ratkaisussa kaytetty taulukkolaskentaohjelma on LibreOffice Calc.

Lasketaan ensiksi, kuinka paljon Suomessa oli 15 - 64 -vuotiaita yhteensa kysyttyina
vuosina. Taulukossa on annettu Suomen koko vakiluku tuhansina ihmisina kunakin
vuonna. Lisdksi on annettu eri ikdryhmien prosenttiosuudet koko vaestdsta. Ker-
tomalla koko vakimaara ikdryhman prosenttiosuudella saadaan selville ikaryhman
vakiluku.

A | B | C | D | E | F | G | H |

1 |Vékiluku Yksikks 1900 1950 1990 2000 2010 2016
2 |Yhteensa 1000 2656 4030 4998 5181 5375 5503
3 |Miehet 1000 1311 1926 2426 2529 2638 2712
4 |Naiset 1000 1345 2104 2572 2652 2737 2791
5 |Ika

6 (014w % 35,0 30,0 19,3 18,1 16,5 16,2
7 [15-64 v % 59,6 63,3 67,2 66,9 66,0 62,9
_8 [65—wv. % 5,4 6,7 13,5 15,0 17,5 20,9
30

31 |

1

33 |Vuosi 1900 1950 1990 2000 2010 2016
el
35 |Yhteensd 15-64 -vuotiaita 1582,976 2550,99 3358,656  3466,089 3547,5  3461,387
36 | =C2*C7/100

15-64 -vuotiaiden lukumaarat laskettu oikein

Ratkaistaan seuraavaksi aineistoon sovitettava lineaarinen malli f(x) ja toisen as-
teen sovite g(x).

RATKAISUVAIHTOEHTO 1 |

Piirretdan 15 - 64 -vuotiaiden vakiluvusta kaavio: (XY (hajonta), scatter plot). Sovi-
tetaan kuvaajaan kaksi trendiviivaa, lineaarinen ja toisen asteen polynomi. Valitse-
malla 'Nayta yhtald’ saadaan nakyviin ohjelman sovittaman viivan tai toisen asteen
polynomin yhtald:
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Yhteensa suomalaisia 15-64 -vuotiaita, tuhansia

4000

3500

*

3000
2500
2000
1500

1000 f(x) = 17,3335450652393 x - 31285,3746240216

500 g(x) = - 0,06702293003318 x? + 279,831440419216 x — 288169,649105731

0
1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

vuosi

Tehtavanannossa ei vaadittu kuvan piirtamista, malliratkaisuun on piirretty kuva sel-
vyyden vuoksi.

Yhtaldissa on muuttujan z paikalla vuosiluku. Sovitteiden yhtaldista saadaan suoran
f(z) kulmakerroin ja vakiotermi seka toisen asteen kayran g(x) kertoimet:

f(z) = 17,332 — 31290
g(z) = —0,06702% + 279,82 — 288200

Mallien kertoimet on ilmoitettu neljan merkitsevan numeron tarkkuudella, silla ai-
neiston lukuarvot olivat annettu talla tarkkuudella.

"33 Nuosi 1900 1950 1990 2000 2010 2016
.

"35 |Yhteensd 15-64 ~vuotiaita 1582,976 255099  3358,656  3466,089 35475  3461,387
36 =C2*C7/100

o

“38 Jf(x) 1648,361 2515038 3208380 3381,715 3555051  3659,052
39 | =$BSA0*C33+5B541

40 |k 17,33354507

4 b -31285,3746

a2 |

Y

44 glx) 1557,310 2646968 3277,412 3401512 3512,207  3572,189
a5 | =SBSA6*C3312 + $BSAT*(33+5B548

46 a -0,06702293

b 279,8314404

= -288169,649
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(11p)
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Kertoimien avulla voidaan laskea mallien ennusteet kullekin vuodelle.Ylla olevassa
kuvassa on kirjoitettu nakyviin kummankin mallin laskemiseen kaytetty kaava.

Mallit on nyt muodostettu. Mallien ennusteet vuosina 2035 ja 2350 voidaan laskea
sy6ttamalla nama vuosiluvut mallien yhtaléihin. Katevimmin tama kay lisaamalla
nama vuosiluvut aineistossa annettujen vuosilukujen peraan:

33 Vuosi 1900 1950 1990 2000 2010 2016 2035 2350
34

35 |Yhteenss 15-64 -vuotiaita 1582976 2550,99 3358,656 3466,089  3547,5 3461387

El =C2*C7/100

il

38 ff{x) 1648361 2515038 3208,380 3381715 3555051 3659,052 3988390 9448,456
El =$BS40*C33+$BS41

a0 |k 17,33354507

a1 b -31285,3746

|

N

44 g 1557310 2646,968 3277,412 3401,512 3512,207 3572,189 3730299  -699,895
a5 | =$BSA46%C3312 + $BS47*C33+5B%48

46 fa -0,06702293

a1 b 279,8314404

4 [c -288169,649

Vastaus: Lineaarisen mallin f(x) mukaan Suomessa on 15 - 64 vuotiaita vuonna
2035 n. 3,99 miljoonaa ja vuonna 2350 n. 9,45 miljoonaa.Toisen asteen polynomi-
mallin mukaan 15 - 64 vuotiaita on vuonna 2035 n. 3,73 miljoonaa ja vuonna 2350

n. -700 000.

)

Vuoden 2035 ennusteet ovat molemmissa malleissa jarkevia.Vuoden 2350 ennus- | 1p
te on lineaarisella mallilla mahdollinen, mutta 300 vuodessa vaestorakenne ehtii | (10p)
muuttua niin paljon, ettei mallin ennuste ole kovinkaan luotettava. Toisen asteen
mallin ennuste vuodelle 2350 ei ole mahdollinen, silla vakiluku ei voi olla negatiivi-
nen. 1p
| a2p)
- )

RATKAISUVAIHTOEHTO 2|

Ratkaistaan lineaarisen mallin ja toisen asteen mallin parametrit LibreOfficen LINREGR-
funktion avulla.

Lasketaan lineaarisen mallin kulmakerroin ja vakiotermi. Kaytetaan ohjattua funk-

tion luontia ja valitaan LINREGR-funktio listasta. Pidetaan huoli, etta 'Taulukko'-va-
lintaruutu on valittuna.
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Ohjattu funktion luonti

Funktiot Rakenne
Etsi
linr

Luokka

Funktio

Funktion tulos
LINREGR

LINREGR( Tiedot Y; Tiedot X; Lineaarinen tyyppi; Tilastot )

Laskee lineaarisen regression parametrit taulukkona.

LINREGR

Kaava Tulos |[#NULL!

I

[ Taulukko Ohje

B = perasa

www.mafyvalmennus.fi

Tiedot Y -ruutuun valitaan selitettGvédn muuttujan (nyt vakimaara) sisaltavat solut.
Tiedot X -ruutuun valitaan selittdvan muuttujan (nyt vuosiluku) sisaltavat solut. Muis-

ta valinnoista ei tarvitse valittaa.

Ohjattu funktion luonti

Funktiot Rakenne

Etsi

linr
Luokka

Funktio

EROTUSTEN.NELIOSUMMA
KASVU

LOGREGR

MDETERM

MKERRO
MKAANTEINEN
INELIOSUMMIEN.EROTUS
NELIOSUMMIEN.SUMMA
SUUNTAUS

TAAJUUS

TRANSPONOI
TULQJEN.SUMMA
YKSIKKOMATRIISI

[ Taulukko Ohje

x
LINREGR Funktion tulos  |{17,3335450652392.-31285
Laskee lineaarisen regression parametrit taulukkona.
TiedotY | # | C35:H35
TiedotX  # | C33:H33 3]
Lineaarinen tyyppi | |
Tilastot | e f¢]
Kaava Tulos |{17,3335450652392.-31285
:LINREGR(C351H35.‘C331H33:IJ X

< Goeinen | [SEURAS perua

Ylla olevat kuvat ovat lisaselityksia, joita ei edellyteta ratkaisussa.
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Tuloksena on kahteen vierekkaiseen soluun tulostuvat luvut, jotka ovat lineaarisen

mallin kulmakerroin ja vakiotermi:

Lineaarinen malli f(x)

Lineaarisen mallin parametrit laskettu oikein

www.mafyvalmennus.fi

k b
[17,3335451]-31285,3746)

Lineaarinen malli pyrkii selittdmaan vakilukua vuosiluvun perusteella. Toisen asteen
malli pyrkii selittdmaan vakiluvun paitsi vuosiluvun, myés vuosiluvun nelién avulla.

Lasketaan siis vuosiluvun neliot laskentataulukkoon:

Vuosi 1900 1950 1990 2000 2010
Vuosiluvun nelié 3610000 3802500 3960100 4000000 4040100
Yhteensd 15-64 -vuotiaita 1582,976 2550,99 3358,656  3466,089 3547,5

Regressiomalli tehdaan muuten samalla tavalla kuin edelld, ainoana poikkeuksena
on se, etta nyt selittavia muuttujia onkin kaksi, vuosiluku ja vuosiluvun nelié (huo-

maa Tiedot X-ruudussa olevat kaksi rivia tietoja):

Ohjattu funktion luonti

Funktiot Rakenne LINREGR

Etsi
linregr
Luokka

Tiedot X (ei pakollinen)
Taulukko 2

Funktio Tietotaulukko X.

EROTUSTEN.NELIOSUMMA
KASVYU

LINREGR

LOGREGR

MDETERM

MKERRO
MKAANTEINEN
INELIOGSUMMIEN.EROTUS
INELIOSUMMIEN.SUMMA
SUUNTAUS

TAAJUUS

TRANSPONOI
TULQJEN.SUMMA
YKSIKKOMATRIISI

Kaava
—LINREGR(C35:H35SEENRERD

Taulukko Ohje

< Edellinen

Laskee lineaarisen regression parametrit taulukkona.

Lineaarinen tyyppi

x

Funktion tulos  |{-0,0670229300331659.279

Tiedot Y C35:H35

Pl

Tiedot X

Bl

LA A
Pl

Tilastot

el

Tulos |{-0,0670229300331659.279

A

Peruuta

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit
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Ylla oleva kuva on lisaselitys, jota ei edellyteta ratkaisussa.

Tuloksena on kolmeen vierekkaiseen soluun tulostuvat luvut, jotka ovat toisen as-
teen mallin kertoimet, ensin toisen asteen termin kerroin, sitten ensimmaisen as-
teen termin kerroin ja lopuksi vakiotermi:

a b c
Toisen asteen malli g(x) [-0,06702293] 279,83144 -288169,649

Toisen asteen mallin parametrit laskettu oikein 3p(7p)

Nyt mallin ennuste voidaan laskea kuten edella.

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa.
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