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Valmistaudu pitkan- tai lyhyen matematiikan
kirjoituksiin ilmaiseksi Mafynetti-ohjelmalla!

B Harjoittelu tehdaan aktiivisesti tehtavia ratkomalla. Tehtavat kattavat kaikki
yo-kokeessa tarvittavat asiat.

B Lasket kynalla ja paperilla, mutta Mafynetti opettaa ja neuvoo videoiden ja
ratkaisujen avulla.

B Mafynetti huolehtii kertauksesta, joten et unohda oppimiasi asioita.

B Mafynetti on nyt kokonaan ilmainen!
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LAUTAKUNTA

MATEMATIIKAN KOE
LYHYT OPPIMAARA

Kokeessa saa vastata enintddan kymmeneen tehtavaan.

1. a) Ratkaise yhtdlo 7x+3=31.

b) Laske lausekkeen 2a+3b arvo, kun a :é jab =Z
a—>b 2 3

c¢) Ratkaise yhtéalopari
2x—y =1
x+y=8.

2. Kuvissa 1-6 on oheisessa taulukossa mainittujen funktioiden y = f(x) kuvaajat. Kopioi tauluk-
ko vastauspaperiisi ja merkitse siihen, mika kuvaaja esittaa annettua funktiota.
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7x+l 3x——
3. a) Ratkaise yhtalo 3 2 _ 3 _ 2.

SR

b) Ratkaise yhtilé 27%2 =9

4. a) Funktion f(x):%x+b nollakohta on 2. Maaritd vakion b arvo.

b) Missa pisteessa a-kohdan funktion kuvaaja leikkaa y-akselin?
c) Kuinka suuren terdvan kulman a-kohdan funktion kuvaaja muodostaa x-akselin kanssa? An-
na vastaus asteen kymmenesosan tarkkuudella.

5. Tarkastellaan funktiota f(x)=(x+3)(x* —4).
a) Laske funktion f'(x) nollakohdat.
b) Maarita derivaatta f'(x).

c) Laske derivaatan nollakohdat.

6. Biologi haluaa arvioida joen leveytta, jotta han voi asettaa kalojen liikkkumista mittaavia laittei-
ta jokeen. Han katsoo joen rannalla olevasta pisteesta A4 kohtisuoraan vastarannalla olevaa
pistetta C. Pisteesta 4 han kavelee 30 metrid alavirtaan pisteeseen B, josta katsottuna vas-
tarannan piste C ndkyy 50 asteen kulmassa alla olevan kuvan mukaisesti. Laske joen leveys
AC metrin tarkkuudella.

50

7. Henkilo lahettda sahkopostin kahdelle ystavalleen. Kumpikin ndista lahettda saman viestin 10
minuutin kuluttua edelleen kahdelle uudelle henkildlle, jotka toimivat samoin. Tilanne toistuu
kunkin saajan kohdalla aina samalla tavalla, eikd kukaan saa kyseista sahkopostia toista kertaa.
Kuinka kauan kestaa, etta 20 000 henkil6a on saanut sahkdpostin? Anna vastaus 10 minuutin
tarkkuudella.



8.

10.

11.

Naisten hiusten leikkaus maksaa nyt 45 euroa. Kuinka paljon se maksaa kymmenen vuoden
kuluttua, jos hintaa korotetaan vuoden valein 2,5 %?

Farao Djoser (hallitsi 2667-2648 eaa.) suunnitteli porraspyramidia, jossa on paallekkdin 100
suorakulmaista nelidpohjaista sarmiota niin, etta kaikilla on sama korkeus ja jokaisen pohja-
sarma on 10 % lyhyempi kuin alla olevan pohjasarma. Alimmaisen sdarmion tilavuus on
10 000 m>. M&érita tallaisen porraspyramidin tilavuus kolmen merkitsevian numeron tarkkuu-
della.

Porraspyramidi
<http://fi.wikipedia.org/wiki/Djoser>. Luettu 29.3.2011.

Maanjaristyksen voimakkuus M lasketaan kaavalla
1,44M =log,, E -5,24,

jossa E on jaristyksessa vapautuva energia.

a) Sendain ldhelld vuonna 2011 sattuneen jaristyksen voimakkuus oli 9,0. Laske jaristyksessa
vapautunut energia kahden merkitsevan numeron tarkkuudella.

b) Kobessa vuonna 1995 sattuneen jaristyksen voimakkuus oli 6,8. Kuinka moninkertainen oli
Sendain jaristyksessa vapautunut energia Koben jaristykseen verrattuna?

Levitoimiseen tarvittavassa taikajuomassa on oltava vahintdan 20 hyppysellistd jauhettua le-
pakon siipea ja vahintdan 10 hyppysellista hamahakin seittia. Taikajuomapuodissa on kahta
valmissekoitetta Ascensus ja Sursum. Pikarillinen Ascensusta maksaa kaksi kultarahaa, ja siina
on kolme hyppysellista lepakon siipea ja kaksi hyppysellista hamahakin seittid. Pikarillinen Sur-
sumia maksaa kolme kultarahaa. Siind puolestaan on nelja hyppysellista lepakon siipea ja yksi
hyppysellinen hamahakin seittida. Kuinka paljon kumpaakin sekoitetta kannattaa levitoijakoke-
laan ostaa, jotta han saisi taikajuoman mahdollisimman edullisesti?



12.

13.

14.

15.

Leonardo Pisano (1170-1250), kutsumanimeltdan Fibonacci, maaritteli noin vuonna 1210 luku-
jonon (f,) kaavoilla

fi:ﬁ:l’ f;1+2:fn+1+ ns I’l:1,2,,,,
a) Maarita luvut £, f4,..., fio-

b) Kreikkalaiset kutsuivat lukua ¢ = %(1+\/§) ~1,618034 kultaiseksi leikkaukseksi. Sen avulla

n \/_ b PRt R

Naytd, etta kaava on oikea, kun n=1 ja n=2.

1
c) Nayts, ettd yhtalon x> —x—1=0 juuret ovat ¢ ja ——.

Simeoni osti Saapasnahkatornin 12 000 eurolla ja teetti siihen myohemmin 4 000 euron pe-

ruskorjauksen. Yksitoista vuotta myohemmin han myi sen Juhanille 42 000 eurolla. Voitosta

on maksettava 30 % padomatuloveroa. Verottaja tulkitsee voitoksi summan, joka saadaan,

kun myyntihinnasta vahennetdan ostohinta ja peruskorjauskulut. Toisaalta Simeoni voi my0s

halutessaan kdyttdaa ns. hankintameno-olettamaa. Talldin myyntihinnasta vahennetdan 20 %,

jos on omistanut tornin alle 10 vuotta, ja 40 %, jos on omistanut yli 10 vuotta. Mitddan muita

vahennyksia ei saa tehda. Jaljelle jdaneestd summasta maksetaan 30 % padomatuloveroa.

a) Paljonko Simeonille jad myyntihinnasta verotuksen jalkeen, kun han valitsee edullisemman
vaihtoehdon?

b) Mika olisi sellainen myyntihinta, ettd Simeoni maksaisi kummassakin verotusvaihtoehdossa
yhta suuren veron?

Vuorokauden keskilampotila maaliskuussa on erdalld paikkakunnalla normaalijakautunut niin,
ettd odotusarvo on 4,0 °C ja 90 % vuorokautisista keskilampétiloista on 2,0 °C — 6,0 °C.

Laske keskilampotilan keskihajonta.

a) Maarita yhtalon

sin(2x+4°) =

ST

ratkaisut vélilld x €[0°,90°].

b) Maarita a-kohdan yhtalon kaikki ratkaisut.
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Arviomme tehtavien pisteytyksesta
on merkitty sinisella tekstilla.

Lyhyt matematiikka, kevat 2012
Mallivastaukset, 23.3.2012

Mallivastausten laatimisesta ovat vastanneet filosofian maisteri Teemu
Kekkonen ja diplomi-insindori Antti Suominen. Teemu Kekkonen on opet-
tanut lukiossa viiden vuoden ajan pitkdé ja lyhyttd matematiikkaa seka fy-
sitkkaa. Antti on toiminut neljé vuotta tuntiopettajana Teknillisessa korkea-
koulussa ja sen jalkeen lukiossa. Antti ja Teemu ovat perustaneet MAFY-
valmennuksen ja opettavat sen kaikilla kursseilla ympari vuoden. Namé mal-
livastaukset ovat Antti Suominen Oy:n omaisuutta.

MAFY-valmennus on Helsingissé toimiva, matematiikan ja fysiikan val-
mennuskursseihin erikoistunut yritys. Palveluitamme ovat

o TKK-paasykoekurssit

« arkkitehtiosastojen paasykoekurssit
o yo-kokeisiin valmentavat kurssit

o yksityisopetus

Julkaisemme internet-sivuillamme kaiken palautteen, jonka asiakkaat anta-
vat kursseistamme. Nain varmistamme, ettéd palveluistamme kiinnostuneilla
ihmisilld on mahdollisuus saada tarkka ja rehellinen kuva siitd, mita meilta
voi odottaa.

Tama asiakirja on tarkoitettu yksityishenkiloille opiskelukayttoon. Ko-
pion téstd asiakirjasta voi ladata MAFY-valmennuksen internet-sivuilta
www.mafyvalmennus.fi. Kaytto kaikissa kaupallisissa tarkoituksissa on kiel-
letty. Lukion matematiikan opettajana voit kayttaa tata tehtaviapakettia op-
pimateriaalina lukiokursseilla.

MAFY-valmennuksen yhteystiedot:

internet: www.mafyvalmennus.fi
s-posti:  info@mafyvalmennus.fi
puhelin:  (09) 3540 1373

TKK-paasykoekurssit — yo-valmennuskurssit — arkkitehtuuri


Etunimi Sukunimi
Typewriter
Arviomme tehtävien pisteytyksestä

on merkitty sinisellä tekstillä.
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Tr+3 =31
Tx=28 ||:7
b)
5 7
a—i, b—g
3543
.7_|_ L
2a+3p ~ 2 T F
a—b M-I
5+
— T _1u 1p(@3p)
6 6
12
— 15-14
6
12
-1
6
:12.§
1
=12 1p(4p)
c)
{2x—y:1
r+y=28 (1)
3r+0=9 | :3
v 1p(5p)
Sijoitetaan x = 3 yhtéloon (1).
3+y=38
y:
Vastaus: z =3,y =5 1p(6p)
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1 p jokaisesta oikeasta vastauksesta
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1 p jokaisesta oikeasta vastauksesta
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Te+5 3w—3
=2
3 5 I-6
JEEDIRICED
T+ 5 T — 3
g -P
1 1
1 1
2 -) - —-)=12
(70+5) -3(30-3)
4r+1—-92+1=12 1p(2p)
bx=10 | :5
=2 1p(@3p)
b) TAPA I
272 =93
(8% = (3)°
37 = 323 1p(4p
33770 = 3"  (saman kantaluvun potenssi)
3r—6=ux 1p(4p)
20 =6 |:2
=9 1p(6p)
TAPA II:
217 =97 ||lg()
lg27*72 = 1g 9>
(wﬁynggww -2 1p@p)

(20 —4)1g27 =z1g9
x-21g27—4-1g27T=x-1g9

x-21g27 —xlg9 =41g27 1p(5p)
x(21g27 —1g9) = 41g27 | :(21g27 —1g9)
41g 27
YT Q1g27 —1g9
z=3 1p(6p)
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3
flx)=zx+Db
2
Nollakohta on 2, joten
f(2)=0 1p
3
2.9 —
2 +0=0
3+b=0

b=-3 1p(2p)

Kuvaaja leikkaa y-akselin kohdassa = = 0.
Leikkauskohta y-akselilla on b, eli y = —3.
Vastaus: Pisteessé (0, —3). 2p(4p)

Funktion kuvaaja y = f(z), eli y = %x — 3 on suora, jonka kulmakerroin
3

on k = 5. Suoran suuntakulma o on teriva kulma x-akselin ja suoran

vélilld. Suuntakulmalle o patee

tana = k
3
tana = o 1p(5p
a=56,309...°
~ 56,3°
Vastaus: Kulma on 56,3°. 1p (6p)
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fl@) = (z+3)(a* —4)

fw) =0
(z +3)(2* —4) =0 (tulon nollasiinto)
r+3=0 tai 22 —4=0 1p
r=—3 tai r? =4

:L‘::E\/Z_l
r=%2  1p(2p)

f@) = (z+3)(a" —4)
f(z) =2® — 4z + 32% — 12
f(z) =2 +32° — 4o — 12 1p (3 p)

Derivoidaan funktio.

f'(xr) =32* + 62 — 4 1p(4p)

c¢) Lasketaan derivaatan nollakohdat.

fi(w) =0

32 4+ 6z —4=0
—64,/62—4-3 (—4)

€Tr =

2.3
—6 1+ /84
e 6\/_ 1p(5p)
—6+84 —6 — /84
r=———— tal 1= ——"77——
6 6
x=0,5275... tai x=-25275...
x =~ 0,53 tai x =~ —2,53

Vastaus: Derivaatan nollakohdat ovat x = —2,53 tai x = 0,53.

TKK-paasykoekurssit — yo-valmennuskurssit — arkkitehtuuri
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L SoP
A 30m B

Kuvioon muodostuu suorakulmainen kolmio, jossa kateetit ovat sivut AC' = [
ja AB=30m. 2p

l
tan50° = — |- 30
an g | 2p(4p)
[ = tan 50° - 30
[ =35752... 1p(Bp)
~ 36 (m)
Vastaus: Joen leveys on 36 m. 1p(6p)
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7. Merkitdan kahta ensimmaéistd sahkopostin saajaa ag:lla ja n:ssa vaiheessa
olevien sahkopostin saajien maéaraa a,,:lla.

ag=2=2!

a=2-a,=2-2=22

Ay =2-ay=2-22=23

a, = 2"t 1p

Eri vaiheissa sdéhkopostin saajien yhteenlaskettu méaara muodostuu geomet-
risesta summasta

2422 4+2° 4. 42"
jossaay =2,g=2ja N=n+1. 1p((2p)

Muodostetaan summan lauseke.

Sy = (11(1 - qN>
1—¢q
2(1 — 271
Sn = 1-2
_ on+1
5 — 2(1 — 271
-1
S, = —2(1 — 2"+, 1p(@3p)

Lasketaan, milla n:11a summan arvo saavuttaa 20000.

S,, = 20000
—2(1 —2"1) =20000 | :(-2)
1 — 2" = —10000
—2" = 10001 |- (-1)
2"t = 10001 ||1g()

lg 2™+ = 1g 10001 1p(4p)
(n+1)1g2 =1g10001 | :1g2
_ 1g1o001
g2
n=12,287... 1p(®Bp
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20000 ihmistéa saavutetaan siis, kun n = 13. Lasketaan arvoa n = 13 vastaava
aika minuuteissa.
t =13 10min = 130 min

Vastaus: Aikaa kuluu 130 minuuttia. 1p(6p)

TKK-péaasykoekurssit — yo-valmennuskurssit — arkkitehtuuri 8
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8. Alkuhinta on Ky = 45€. Vuotuinen kasvu on 2,5 prosenttia. Hinta kasvaa
saman prosenttiosuuden verran vuosittain, joten kasvu on eksponentiaalista.

Hinta on n:n vuoden kuluttua

K, =q¢"K, ,misséiq:1+1i(;0. 2p
Lasketaan hinta 10 vuoden kuluttua.
2,5\ 10
Kijp= (1 - - 45 2p (4
o= (1+32) p(4p)

= 57,6038...

~ 57,60 (€)
Vastaus: Hiustenleikkaus maksaa 57,60 €. 2p((6p)
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9. Alimman sarmion tilavuus on V4 = 10000 m3.

h
[
X

Vi = 2%h

Seuraavan sarmion tilavuus on V5.

h
/ vg‘
l 60X

0,4 X
Vo =0.9z-09z - h = 0,81z*h = 0,81V} 1p
Paallekkéisten sarmioiden tilavuuksien suhde on
Vo 0,81V
=—=—=—=0,81
q ‘/1 ‘/1 )
Vs = 0,81V, = 0,81%V] jne. 1p(2p)

Pyramidin kerroksien tilavuudet muodostavat geometrisen summan

S, =Vi 40,81V, +0,81%V; 4+ - - - +0,81" 'V
1 1 1 1 1 p (3 p)

Geometrinen summa, jossa
a1 =V1,q=08ljaN=n

Sy = ol —4q7) 7
l—gq
Vi(1—0,81")
= 1p 4
5= 0 p4p)
Tassa n = 100 ja Vi = 10000.
10000(1 — 0,81100)
S100 = 1— 081 1p(5p)
= 52631,57 ...
~ 52600 (m?)
Vastaus: Pyramidin tilavuus on 52600 m?. 1p (6 p)
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Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (6 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter


-VALMENNUS

www.mafyvalmennus.fi

10. Jaristyksen voimakkuus M saadaan yhtélosta

1,44M = log,, E — 5,24. (1)

a) M =90
Ratkaistaan E) yhtalostd (1).

1,44-9,0 = log,o By — 5,24 1p
12,96 + 5,24 = log,, F,
log,o By = 18,2 |10V
10%810 F1 — 10182 1p(2p)
E; =1,5848...-10®
~ 1,6 - 10" (J)

Vastaus: Energia oli 1,6 - 10 J.

1p(@3p)
b) M =6,8
Ratkaistaan Ey yhtalosté (1).
1,44 - 6,8 = log g By — 5,24
log o By = 15,032 |10V
1010g10 Ey _ 1015,032
Ey=1,0764...-10% 1p@p

Lasketaan suhde

E; B 10182

EQ T 1015032
E,=1472,31...- FE,
E; ~ 1500 - E,

|- By

Vastaus: Sendain jaristyksessa vapautui 1500-kertainen energia Kobeen
verrattuna.

2p(6p)
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11. Merkitdan Ascensus-pikarien méaarda x:114 ja Sursum-pikarien maaraa y:ll4.
Taikajuomassa on 20 hyppysellista lepakonsiipia. Eri juomista saadaan yh-
teensa

3x + 4y lepakonsiipia.

Alaraja maérille on
3z + 4y > 20.

Taikajuomassa on 10 hyppysellistd hamahakinseittia. Eri juomista saadaan
yhteensa
2z + y hamahékinseittia.

Alaraja maérille on
2z +y > 10.

Liséksi molempia juomia on vahintaan 0, eli
x>0 ja y=>0. 1p

Juoma tulee maksamaan yhteensd 2z + 3y euroa. Etsitdan hinnalle pienin
arvo lineaarisella optimoinnilla.

Etsitdan rajasuorat kuvion piirtdmista varten.

10
3z + 4y > 20
dy>-3x+20 | :4
3
> —— D
Yy > 4x +
Rajasuora on
= —§:c +5
20
2z +y > 10
y > —2x+ 10
Rajasuora on
y = —2x + 10.
30
x>0

Rajasuora on y-akseli.
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i

./.

N
1 \\

Hinnan pienin arvo nain rajatussa alueessa 16ytyy suorien leikkauspisteista

1p((3p) _A, B tai C|Mééritetdén pisteet.

A: A= (0,10)
B: Ratkaistaan yhtalopari

3
{y:—4a:—i—5
y=—2x+10

Sijoitetaan (2) yhtaloon (1).

3
—2x—|—1O:—1x—|—5

—2x+ix:—5
5
_Zx:_g) H(_
T =4

8):-':%\“?
“_’)2—3\X +/0

X
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Sijoitetaan = = 4 yhtaloon (2), saadaan
y=-2-4+10=2.

Saadaan piste

B =(4,2). 1p (4 p)
C:
y=20
O:—ix+5
3 4
=5 |3
20
T = —
3
20
C=<3’0> 1p(5p)

Lasketaan hinnat 2x + 3y eri pisteissa.

A: 2-043-10 = 30 (kultarahaa)

B: 2.4+ 3-2 =14 (kultarahaa)

20 1
C: 2. 5 +3-0= 135 (kultarahaa) pienin maara

20
Vastaus: Kannattaa ostaa 3 pikarillista Ascensusta eika lainkaan

Sursumia.

1p(6p)
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12. fn+2:fn+1+fn7 f1:f2:17n:17 27
a)

fa=fot+tfi=1+1=2

Ji=2+1=3] 1p
fs=3+2=5
fe=b5+3=8
fr=8+5=13

fo=13+8 =21
fo=21+13=34
Jio=34+21=55 1p(@2p)
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b) Kultaisen leikkauksen avulla saadaan

1 1 -1

fi= JB{ (1+f)} —[—2(1+\/5)] }

1 (V9145 2 2
:\/5< 2 " 1+\/5>
1 14254544
G 2+ 25
_ 10+2V5 M . 1p@Ep)

T o/5+2-5 ;Q/}ZIZV’S

fo= 15{[ (1+\/_)} —[—;(1+x/3)]_}

1 (1 1
:5<4 (1+2V5+5) - L (1+2\/5+5)>
1 6+2/5
VG A 6+2f
1 (393445 2
_5< 2 3+\/5>

1 9+6V5+5—4
V6 6+2v5
_M
LoV
=1.

Kaava on siis oikea, kun n =1 jan = 2. 1p (4p) O

c¢) Sijoitetaan juuriehdotukset ¢ ja —% yhtaloon

?—r—-1=0 (1)
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10
P —p=1=0
1 2
[2(1+\/5)} —5(1+\/5)—1:o
1 1
Z(1+2\/5+5)—§(1+\/5)—1:0
1 1
Lovs 5 L Vs o
472 "4 2 2
0=0
Siis = ¢ toteuttaa yhtélon (1).
20
1\? 1
()
@ @
1 1
—+—--1=0
©* @
! P 1=0
3 —_ =
La+vE)] a1+ VE)
! P 1=0
L1+2v5+5)  1(1+5)
2
[ -
§+%’\/5 1++5
1+v5) 9 3+v5) 9
——+ —— —1=0
34+V5 1+5
24+2V5+6+2V6
3+1V5+3V5+5
1
84475
8445
1
1-1=0
0=0
Siis my6s = —i toteuttaa yhtalon (1).
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13. a) 1° Verottaja tulkitsee voitoksi
42000 € — 12000€ — 4000 € = 26000 €.
Veroa tasta menisi 30 % eli
0,3 - 26000 € = 7800 €.
Néin ollen verotuksen jalkeen myyntihinnasta jaisi

42000€ — 7800 € = 34200 €.

1p

2° Hankintameno-olettamalla yli 10 vuoden pitoajalla veroa menisi

0,3-0,6 - 42000€ = 7560 €.
Verotuksen jalkeen myyntisumma olisi
42000 € — 7560 € = 34440 €.

Vaihtoehto 2°on siis edullisempi.

Vastaus: Edullisemmalla tavalla myyntihinnasta jaa 34440 €.

b) Olkoon myyntihinta nyt h. Maksettu veron mééra on tavalla 1°
0,3 - (h — 12000 — 4000) = 0,3h — 4800
ja hankintameno-olettamalla 2°
0,3 -0,6h = 0,18h.
Néama ovat yhta suuret, kun

0,3h — 4800 = 0,18h
0,12h = 4800 || : 0,12
h = 40000 (€).

Vastaus: Myyntihinta olisi 40000 €.
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14. 2 =4,0°C, 21 = 2,0°C ja 3 = 6,0°C

Arvot x1 ja w9 ovat yhta etadlla keskiarvosta. 1p

m m\ 1p(2p)

0]
X(’J,O X Lf( Xa G 0 N
S=1
$=1
Talloin
®(z) = 0,95
2 = 1,6449 1p(3p)

Ratkaistaan kysytty keskihajonta muuttujan arvon normittamiskaavasta.

To — T
2= s
s
2s=x9—T |12
s=2"" 1p (4p)
z
6,0—40 Lo
~ 16449 PGP
s=1,2158. ..
s~ 12(C)
Vastaus: Keskihajonta on 1,2°C. 1p(6p)
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15. a)
3
sin(2z 4+ 4°) = \é_
2x +4° = 60° +n - 360° tai 2z +4°=180°—60°+n-360° 1p
2z = 56°+n - 360° | :2 22 = 116° +n - 360°| : 2
x =28 +n-180° x =58 +n - 180° 1p(2p)
Valilla « € [0°,90°] ratkaisut ovat
x = 28° tai x = 58° 1p((3p)
b)
r=28°4+n-180° tai x =58°+n-180°, n € Z 3p(6p)
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