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Tiesitko tata?
MAFY:n ladkiskurssi 2,6-kertaistaa mahdollisuutesi paédsté sisédén yhdelld yri-

tyksella. Poikkeuksellisen kovista tuloksista johtuen ladkikset alkavatkin tayt-
tyd MAFY:n kurssilaisista.

29 % vuonna 2016 Helsingin
suomenkieliseen yleislaakikseen
paasseista tuli MAFY:n kurssilta.

Laakiskurssi

o 5-8 taysmittaista harjoituspadsykoetta oikeassa koesalissa.

e Yksilollinen opetus mahdollistaa etenemisen omassa tahdissa. Kaikissa
ryhmissé on korkeintaan 16 oppilasta yhta opettajaa kohden.

« Voit aloittaa valintasi mukaan 29.8., 31.10., 9.1., 20.2. tai 28.3. Oppitunnin
ajankohdaksi voi yleensa valita aamun, iltapéivan tai illan.

DI-paasykoekurssi

« Voit harjoitella matematiikkaa, fysiikkaa ja kemiaa pdasykoetta varten.

« 4 tdysmittaista harjoituskoetta kustakin aineesta ja pitkalla kurssilla li-
siksi 2 yo-harjoituskoetta kustakin aineesta.

« Pitkakurssi 28.3.-26.5. ja kevatkurssi 20.2.-26.5.
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Lyhyt matematiikka, kevat 2017
Mallivastaukset, 22.3.2017

Mallivastausten laatimisesta ovat vastanneet filosofian maisteri Teemu
Kekkonen ja diplomi-insind6ri Antti Suominen. Antti ja Teemu ovat perus-
taneet MAFY-valmennuksen, jota ennen Teemu opetti 5 vuotta lukiossa ja
Antti toimi tuntiopettajana TKK:lla. Nykydan Teemu vastaa MAFY:n Jy-
viskylan kursseista ja Antti vastaa Mafynetti-ohjelman kehityksestd. Muut
mallivastaustiimin jasenet ovat Sakke Suomalainen, Matti Virolainen, Vil-
jami Suominen, Olli Hirviniemi, Katja Niemisto ja Joonas Suorsa. Namé
mallivastaukset ovat Antti Suominen Oy:n omaisuutta.

MAFY-valmennus on Helsingissé toimiva, valmennuskursseihin sekd ma-
tematiikan ja luonnontieteiden opetukseen erikoistunut yritys. Palveluitam-
me ovat

o ladketieteellisen valmennuskurssit
e DI-valmennuskurssit
o yo-kokeisiin valmentavat kurssit

o Mafynetti - sihkéinen oppimateriaali.

Julkaisemme internet-sivuillamme kaiken palautteen, jonka asiakkaat anta-
vat kursseistamme. Néain varmistamme, etté palveluistamme kiinnostuneilla
ihmisilla on mahdollisuus saada tarkka ja rehellinen kuva siitd, mita meilta
voi odottaa.

Tama asiakirja on tarkoitettu yksityishenkiloille opiskelukéyttoon. Ko-
pion tésté asiakirjasta voi ladata MAFY-valmennuksen internet-sivuilta www.
mafyvalmennus.fi. Kaytto kaikissa kaupallisissa tarkoituksissa on kielletty.
Lukion fysiikan opettajana voit kiyttad tata tehtaviapakettia oppimateriaa-
lina lukiokursseilla.

MAFY-valmennuksen yhteystiedot:
www.mafyvalmennus.fi/yhteystiedot
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1. a) Ratkaise yhtalo 222 + 2z — 10 = 0.
b) Kumpi on suurempi, \/g vai %? Perustele.

2

www.mafyvalmennus.fi

c) Sievenni lauseke (2a + b)* — (2a — b)?, kun ab = 2.

a) 222 +2—-10=0

Ratkaisu.
a=2
b=1
c=—10

5
Vastaus: Yhtalon ratkaisut ovat £ = 2 tai x = —5

Toisaalta
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32 27 4 3
Koska 1/ == > {/ ==, niin - > y/=.
oska 18> 18,nnng>\/;
4 3

Vastaus: 3 on suurempi kuin \/g 1p(4p)

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2

Tutkitaan vaitetta

4 [3

5>\ |( )*Nelidimisen idea 1p(3p)

216 93

R > —

9 2

32 - 27

18 18

NP, . 4 oo ]3

Epéyhtalo on tosi, joten g On suurempi kuin 5 1p(4p)

c)

(2a + b)* — (2a — b)* = (2a + b)(2a + b) — (2a — b)(2a — b)
26-2a+2a-b+2a-b+0b-b—

(2a-2a+2a-(=b) —b-2a—b-(-b))
=4a®+2-2ab+ b* — (4a®> — 2 - 2ab + ) 1p(5p)
=M+4ab+b2/—4a/f+4ab—b2/
=8ab , Sij. ab=2
—8.2
=16 1p(6p)

Huom! Varilliset tekstit ovat liséselityksia, joita ei vaadita vastauksessa.
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2. a) Eréalla reitilla on 20 matkustajaa. Heistd seitsemén ostaa opiskelijali-
pun, viisi elakelaislipun, ja loput kahdeksan maksavat tdyden hinnan 20
euroa. Opiskelija-alennus on 50 %, ja elakeldisalennus on 30 %. Mika on
kaikkien matkustajien maksamien lippujen keskihinta?

b) Viritd zy-koordinaatistoon se alue, jossa seuraava epayhtaloryhma to-

teutuu:
>0
y=>0
20+3r—6>0
Ratkaisu.

a) Opiskelijoilta lippuihin kuluu rahaa yhteensa

7-0,50-20€=7-10€="T70€. 0.5p
Elakelaisilta kuluu rahaa yhteensa
5-0,70 - 20€ = 0,70 - 100€ = 70 €. [o5p
Muilta kuluu rahaa yhteenséa &
8-20€ = 160€. [05p )
Rahaa kuluu siis kaikkiaan @
70€+70€+ 160€ = 300€ [05p
20 henkilolta. Nain ollen lippujen keskihinta on @/
302%€ =1H€.
Vastaus: Lippujen keskihinta on 15€. 1p(3p)

b) Epdyhtdlo z > 0 toteutuu sellaisilla pisteilla (x,y), jotka ovat suoran
x = 0 oikealla puolella. Epayhtalo y > 0 toteutuu sellaisilla pisteilla
(x,y), jotka ovat suoran y = 0 ylapuolella.

Tarkastellaan kolmatta annettua epayhtaloé.

204+3xr—6>0
2y > —3x+6 | :2

3
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Taman toteuttavat sellaiset pisteet (z,y), jotka ovat suoran y = —%x+3
ylapuolella. 1p(4p)

Lasketaan piirtamista varten tdmén suoran leikkauspiste suoran x = 0
(eli y-akselin) kanssa

3
x =0, y:—§~0+3:3, piste (0, 3)

ja leikkauspiste suoran y = 0 (eli z-akselin) kanssa

/y =
3
3 2
xr =2, piste (2,0). 1p(5p)

Piirretdéan alue:

N4

<
\l
\
P WX
>
+
w

1p(6p)
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3. Alla on viisi vaittaméa seka kuusi kuviota. Kirjoita jokaisen kuvion alapuo-
lella olevaan ruutuun sen vaittdmaéan kirjain, joka pétee kyseisen kuvion ta-
pauksessa. Yksi kirjaimista tulee kahteen eri ruutuun. Vastauksia ei tarvitse
perustella.

(A) y on suoraan verrannollinen muuttujaan x.

(B) y on kédédntéen verrannollinen muuttujaan z.

(C) y kaksinkertaistuu aina, kun muuttuja x kasvaa yhdell4.
(D) y puolittuu aina, kun z kasvaa yhdella.

(E) y on suoraan verrannollinen muuttujan z nelioon.
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Ratkaisu.
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MY mmg b .

2 3 4 5 6: oo 1 2 3 4 6
A B
Ao
|/

Pisteytys: 1p / oikea kirjain

Selitykset (ei vaadittu vastauksessa):

Ylarivin vasemmanpuoleinen kuvaaja: Kuvaajasta voidaan lukea, etta
Kun x =0, y = 5.

Kunz=1,y=25.

Kun x =2, y = 1,25.

Néin ollen véittama D patee tdméan kuvaajan tapauksessa.

Ylarivin keskimmainen kuvaaja: Kuvaaja on origon kautta kulkeva nouse-
va suora, joten sen yhtalo on
y = kz,

missé k > 0 on vakio. Néin ollen y on suoraan verrannollinen muuttujaan z.

Ylirivin oikeanpuoleinen kuvaaja: Huomataan, ettd y kasvaa, kun z
pienenee, ja y pienenee, kun x kasvaa. Vaittamat A, C, ja E eivit siis pa-
de taman kuvaajan tapauksessa. Huomataan lisaksi, ettd y ei puolitu aina

Ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 6
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kun x kasvaa yhdelld, joten myoskadn vaittama D ei pade tdméan kuvaajan
tapauksessa. Ainoa sopiva on viittama B.

Alarivin vasemmanpuoleinen kuvaaja: Kuvaajasta voidaan lukea, etta
Kunz =1,y =4.

Kunz =2,y =2.

Kimz=3,y=1

Kun x =4, y =0,5.

Nain ollen véittama D patee taméan kuvaajan tapauksessa.

Alarivin keskimmaiinen kuvaaja: Kuvaajasta voidaan lukea, etta
Kunxz =0,y =1.

Kimnzr=1y=2.

Kun x =2,y =4.

Néin ollen véittaméa C pétee tdméan kuvaajan tapauksessa.

Alarivin oikeanpuoleinen kuvaaja: Kuvaaja nayttda paraabelilta. Lisak-
si huomataan, etta

Kun z =0,y =0.

Kuinzx=1,y=0,5.

Kun x =2,y =2.

Kun z =3, y =4.,5.

Néiden perusteella voidaan arvata, etta y =
pétee taman kuvaajan tapauksessa.

%xQ. Nain ollen vaittaméi E

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 7
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4. Hiihtokilpailun palkintojenjakotilaisuuteen osallistuu viisi nopeinta hiihta-
jaa, joilla oli kaikilla eri loppuaika. Tulospalvelu on kuitenkin pettéanyt, eiké
kukaan tieda kilpailijoiden oikeaa jarjestysta. Tilanteen pelastamiseksi pal-
kintojenjakaja paattda ottaa riskin ja jakaa mitalit satunnaisesti.

a) Kuinka suurella todenndkoisyydelld kaikki kolme mitalia menevét juuri
oikeille kilpailijoille?

b) Kuinka suurella todenndkéisyydella mitalikolmikko on oikea? Mitalien
jéarjestys saa siis olla véara.

Ratkaisu.

1
a) Todenndkoéisyys jakaa kulta oikein on P(K) = 5

Todennékoisyys jakaa hopea oikein, jos kulta meni oikein on

1
Todennékoisyys jakaa pronssi oikein, jos kulta ja hopea menivat oikein
on )
P(p) = -.
(p) =3

Kysytty todennakoisyys on

P(K ja H jap) = P(K)- P(H) - P(p)

L r1
5 4 3
_ 1
60

Vastaus: Todennékoéisyys on 60

b) Todennékoisyys jakaa 1. mitali jollekin mitalikolmikosta on

P(1) = §

Todennékoisyys jakaa 2. mitali kahdelle jaljelle olevalle mitalikolmikosta
on 5

P(2) = 1

Todennéulkéisyys jakaa 3. mitali viimeiselle mitalikolmikosta on

P3) = 3"

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 8
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Kysytty todennakoisyys on

3 2

5 4 3
6 (6

~ 60

1

10

I 1
Vastaus: Todennékoisyys on 0 1p(6p)

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 9
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a) Elina on ldhdossa tyomatkalle Norjaan. Hén vaihtaa aamulla 120 euroa
Norjan kruunuiksi alla olevan taulukon kurssilla. Sen jalkeen han saa
kuitenkin tiedon matkan peruuntumisesta. Kuinka monta euroa Elina
jéa tappiolle, kun han kay vaihtamassa samassa valuutanvaihtopisteessa
kruunut takaisin euroiksi taulukon kurssilla? Yhtio ei peri vaihtamisesta
erillistd palkkiota.

Yhden euron arvo Norjan kruunuina,
setelikurssi
Osto Myynti
9,8605 NOK | 9,3565 NOK

b) Vuonna 2015 Helsingin porssi heilahteli voimakkaasti. OMXH-indekst,
joka kuvaa porssiyhtididen kokonaismarkkina-arvoa, vaihteli vuosinel-
janneksittain alla olevan taulukon osoittamalla tavalla. Miké oli indek-
sin kokonaismuutos vuoden 2015 aikana, ja mihin suuntaan?

Ajanjakso | Muutos prosenteissa

1. neljannes +16,19

2. neljannes -8,10

3. neljannes -7,25

4. neljannes +11,89
Ratkaisu.

a) 120 €:1la saa Norjan kruunuja

120 - 9,3565 NOK = 1122, 78 NOK..
1122,78 NOK:lla saa vaihdon jilkeen euroja
112278
——€=11 4... €~11
98605 € 3,866 € 3,87 € 1p(2p)

Tappion suuruus on
120 € - 11387 € =6,13 €

Vastaus: Elina jaé tappiolle 6,13 €. 1p(3p)

Huomautus lukijalle: Tehtdvanannossa ei suoraan sanota, ettd kyse on
kateisesté rahasta, mutta valuutanvaihtopisteissa vaihdetaan rahaa tyy-
pillisesti juuri kéteiseksi. Norjassa kaytetty pienin kateisraha on yksi

Ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 10
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kruunu, joten todellisuudessa valuutanvaihdossa saisi 1122 kruunua ja
takaisin 78 kruunun edesté euroina (pyoristettynd). Téaté ei kuitenkaan
tarvinnut ottaa huomioon ratkaisussa. Kun vaihdetaan 1122,78 kruunua
takaisin euroiksi, saadaan sentin tarkkuudella 113,87 euroa. Tamé tar-
koittaa sitd, ettd maissa, joissa on kaytossd 1 ja 2 sentin kolikot, saisi
113,87 euroa ja Suomessa saisi 113,85 euroa, koska Suomessa kaytossa
oleva pienin kateisraha on viisi senttia. Tehtavanannossa ei tdsmenne-
td, mista maasta on kysymys, mutta jos on olettanut, ettd kysymys on
Suomesta ja saanut vastaukseksi 6,15 senttié, vastaus luultavasti hyvéik-
sytaan myos.

b) Kokonaismarkkina-arvo alussa on a. Lasketaan markkina-arvo lopussa

0 - (1 . 16,19) (1 B 8,10) (1 B 7,25) (1 n 11,89> .
L= 100 100 100 100 2p(5p)
a, —1,10812. . .a
a; ~ 1,108a
Vastaus: Markkina-arvo on kasvanut 10,8 %. 1p(6p)

Pisteytyksesta: Myos vastaus 10,81 % hyviksytaan.

Ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 11
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6. Uima-allas on 25 m pitka ja 10 m leved. Se syvenee tasaisesti pituussuunnassa
ja on matalassa pédassia 1,1m ja syvissa padssd 3,0m syva. Uima-altaan
sisépinta (seindt ja pohja) on tarkoitus laatoittaa 30 cm x 20 cm kokoisilla
laatoilla, joita myydaan 30 laatan laatikoissa.

Arvioi, kuinka monta laattalaatikkoa tdytyy ostaa altaan laatoittamista var-
ten.

Tehtéavassa ei tarvitse ottaa huomioon laattojen valiin jadvien saumojen
pinta-alaa eika sité, etta osaa laatoista joudutaan leikkaamaan, jolloin koko
laatan pinta-alaa ei voida hyodyntaé.

Ratkaisu.

Altaan tunnetut mitat ovat
hy=1,1m, hy = 3,0m
a=10m, [; = 25m.

Miéaritetaan pituus ls.
2=1014 (hy — h)?
ly= &, B+ (hy — hy)?
ly = /252 + (3,0 — 1,1)2

Iy = 25,096 ... (m)

Altaan pinta koostuu neljédsté seindstéd ja yhdesta pohjasta.

v

[Own [0 v
}é¢OW1(fm w
Jum
Puob’suunm)t&«gl [Om A
3 A
S, 0%..m
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2p(3p)

Lasketaan kokonaispinta-ala.

A=A+ Ay +2- A5+ Ay

(3,0m+1,1m)-25m
2

A =394220... m? 1p(4p)

A=10m-1,1m+10m-3,0m+ 2 - +25,072... m-10m

Yhden laatan pinta-ala on

Ar=0,3m-02m = 0,06m>. 1p(5p)

Yhdessé laatikossa olevien laattojen pinta-ala on 30A;.

Lasketaan kuinka monta laatikkoa tarvitaan

A 394,220... m?
304,  30-0,06m?

= 219,0116 - - - = 220

Vastaus: Tarvitaan 220 laatikkoa. 1p(6p)

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 13



-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

a) Lierion muotoinen Jattikynttila on 100 cm pitké, ja se palaa loppuun 450
tunnissa. Maarita sellaiset luvut k ja b, ettd lauseke y = kt + b esittaé
kynttilan korkeutta y, kun se on palanut ajan ¢. Korkeus y ilmaistaan
senttimetreiné ja aika ¢ tunteina.

b) Design-kynttilén korkeus riippuu puolestaan ajasta lausekkeen
y = 120 — 0,005¢? mukaisesti, kun y ja t ovat kuten a-kohdassa. Design-
kynttila ja Jattikynttild sytytetdan samanaikaisesti. Milloin ne ovat yhta
pitkii?

Ratkaisu.

a) Kynttilan korkeus muuttuu lineaarisesti. Korkeutta (¢, y)-koordinaatistossa
kuvaavalta suoralta tiedetddn pisteet (0,100) ja (450, 0).

Maaritetaan suoran yhtalo.

y—p="— (t—t) 1p(2p)
2 — U
0 — 100
— 100 = t—0
Y mo—o 0
2
y = ——t+ 100
Vastaus: Suoran yhtalo on y = —%t + 100. 1p(3p)

b) Ratkaistaan kysytty aika yhtalosta

YJatti = YDesign

2
—5t+100 =120 — 0,005 - t? 1p(4p)

2
0,005t% — §t —20=0

24 \/(—3)2 — 40,005 - (—20)
= 20,005
 240,6703...
B 0,01
L =892582... TAI (t=—44813. )

t ~ 89 (h) Negatiivinen ajanhetki ei kelpaa.

1p(5p)

Lisaksi kynttilat ovat yhta pitkat, kun ne ovat molemmat palaneet lop-
puun. Jattikynttila on palanut loppuun 450 tunnin kuluttua. Ratkais-

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 14
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taan, milloin Design-kynttildn pituus on nolla.

Ydesign = 0
120 — 0,005t* = 0
0,005t* = 120 | : 0,005

, 120

0,005
oy [120
0,005

t = 154,91... < 450.

Design-kynttild palaa loppuun ennen Jéttikynttilaé, joten kynttilat ovat
yhta pitkat myos, kun ¢ > 450.

Vastaus: Kynttilat ovat yhta pitkia, kun sytytyksestd on kulunut 89 tuntia
ja lisaksi ne ovat yhta pitkéat kaikkina ajanhetkina sen jéalkeen, kun

sytytyksestd on kulunut 450 tuntia. 1p(6p)

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 15
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8. Tehtaalla valmistettavien hiustenkuivaajien maksimiteho on normaalijakau-
tunut. Jakauman keskiarvo on 1453 wattia ja keskihajonta 37,2 wattia.

Valmistusprosessin uudistuksen jélkeen vastaavat arvot ovat 1467 ja 10,5
wattia. Ulkoisesti hiustenkuivaajat eivat ole muuttuneet.

Tehtaan korjaustyopajalla mitataan mm. korjattavan hiustenkuivaajan mak-
simiteho. Milld maksimitehon arvolla on yhté todennéakoista, ettéd hiusten-
kuivaaja on tehty vanhalla valmistusprosessilla, kuin se, ettd se on tehty
uudella valmistusprosessilla?

Ratkaisu.

HUOM! Lukijalle: Tamén tehtavan tehtdvéananto oli ongelmallinen, koska
ratkaisu ylittaa lyhyen matematiikan vaatimustason ja siita puuttui tarvit-
tavia tietoja. Alla on selitetty, miten tehtavéin voisi ratkaista, jos tarvittavat
tiedot olisi annettu.

X, = 1453
S; =372
X, = 1467
Sy =10,5.

Oletetaan, etta hiustenkuivaajista yhteensa maara n olisi vanhalla prosessilla
valmistettuja hiustenkuivaajia ja méara m olisi siis uudella menetelmall
valmistettuja.

Merkitaan vanhalla prosessilla valmistettujen hiustenkuivaajien maksimite-
hon tiheysfunktiota f,(X):114 ja uudella prosessilla valmistettujen hiusten-
kuivaajien maksimitehon tiheysfunktiota f,(X):114. Tiheysfunktio f,(X) ku-
vaa likiméaraisesti sita, kuinka suurella osuudella vanhalla menetelmalla val-
mistetuista hiustenkuivaajista on maksimiteho X tietyn mittayksikon (esim.
yhden watin) tarkkuudella, ja f,(X) vastaavasti uudelle prosessille. Maksi-
mitehot ovat jakautuneet normaalisti, joten tiheysfunktiot ovat

1 y(xEmY
fo(X) = Sl\/ﬁe ( )
= L)
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Néin ollen funktio n - f,(X) kuvaa siis sitd, kuinka monella vanhalla proses-
silla valmistetulla hiustenkuivaajalla on maksimiteho X, ja m - f,(X) vas-
taavasti uudelle prosessille. Huomaa, ettd tassikin kuivaajien maksimiteho
on siis X tietyn mittayksikon tarkkuudella.

Tallsin yhtalostd
n- fo(X)=m- fu(X)

saadaan ratkaisuksi maksimitehon arvot X, joille kaikista hiustenkuivaajis-
ta, joilla on maksimiteho X, yhtd moni on valmistettu vanhalla prosessilla
ja uudella prosessilla, eli toisin sanoen on yhtéd todennakoista, etta hiusten-
kuivaaja olisi valmistettu vanhalla tai uudella prosessilla.

Tamén voi hahmottaa piirtamalld jakaumat koordinaatistoon siten, etta
vaaka-akselilla on hiustenkuivaajan maksimiteho ja pystyakselilla on val-
mistettujen hiustenkuivaajien lukuméaréa. Talloin maksimitehon arvot, joil-
la todennakoisyys olla valmistettu vanhalla tai uudella prosessilla on sama,
loytyvat jakaumien leikkauspisteista, joissa siis molemmilla prosesseilla on
valmistettu sama maéra kyseisen maksimitehon omaavia hiustenkuivaajia.

uusi prosessi

vanha prosessi

X

Tehtavéinannossa olisi siis pitédnyt kertoa, kuinka paljon (tai missi suhteessa)
vanhalla ja uudella prosessilla valmistettuja hiustenkuivaajia on (tai paatyy
korjauspajalle), jotta tehtévan olisi voinut ratkaista. Téssékin tapauksessa
ratkaisu olisi ylittdnyt lyhyen matematiikan vaatimustason.

Pisteytys: Lopullisen pisteytyksen paéattda YTL. Suosittelemme pisteytta-
méaan alustavasti kokelaiden ratkaisut seuraavasti.

Jos on kirjoittanut perustellun tulkinnan tehtavinannosta ja muodostanut
yhtéalon tekeménsa tulkinnan pohjalta oikein, saa 3p. Jos on lisdksi laskenut
tekeméansa tulkinnan pohjalta laskun oikein, saa yhteesa 6p.
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9. Golden Gate -siltaa San Franciscossa kannattaa kaksi sillan paadyissé ole-
viin torneihin kiinnitettya kaapelia. Profiilikuvassa (eli sivulta katsottuna)
kaapeli on paraabelin muotoinen. Tornien vélinen etéisyys on 1280m, ja
korkeusero vaijerin alimman pisteen ja tornin huipun valilla on 152 m.

a) Maéritd kaapelin muotoa kuvaavan yhtilén y = ax? kerroin a, kun origo
on vaijerin alimmassa pisteessa. (2 p.)
b) Maérita derivaatan avulla kulma, jossa kaapeli kohtaa tornin. (4 p.)

Ratkaisu.

a) Hahmotellaan paraabelin kuvaaja. Tornien huiput ovat etéisyydelld @ =

640 m vaijerin alimmasta kohdasta.

4
N

1 _ I

|
(¢40,152)

I

i

 BEREEENE
0 §40

152

6402

a = 0,00037109. ...
~ 0,000371

a

Paraabelin yhtilo on y = 0,00037122. 1p(2p)

b) Lasketaan paraabelin tangentin kulmakerroin pisteessa (640, 152). Deri-
voidaan y(z):
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y'(z) = 2az.

1p(3p)

Lasketaan kulmakerroin kohdassa x = 640.

k = y'(640)
=2-a-640

Suuntakulmalle o pétee

tana =k
tana = 0,475

1p(4p)

1p(5p)

a =25407...°

Ratkaistaan kulma f.

a+ [ =90°
£ =90°—«
B =90° — 25407...°
=64,592...°
~ 64,6°

Vastaus: Kaapeli kohtaa tornin 64,6°:een kulmassa.

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit
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10. Suomalaisten kotitalouksien talletusten kokonaisarvo oli 80 778 000 000 eu-

roa vuoden 2015 lopussa. Naiden talletusten keskiméariinen korko oli 0,32 %.
Valtiovarainministeri6 yrittaa arvioida talletusten koroista saatavan vuoden
2017 lahdeveron suuruutta seuraavien oletusten pohjalta: kotitalouksien tal-
letusten arvo nousee vuoden 2016 loppuun mennessa 1,5 % ja edelleen 1,0 %
vuoden 2017 loppuun mennessa. Lisdksi arvoidaan, ettd keskikorko laskee

0,05 prosenttiyksikkoa kumpanakin vuonna.

Kuinka paljon Suomen valtio saa tdman arvion perusteella talletusten ko-
roista perittavéia lahdeveroa vuodelta 2017, kun liséksi oletetaan, etta lahde-
veroprosentti on koko ajan 307 Anna vastaus miljoonan euron tarkkuudella.

Ratkaisu.
Vuosi 2015:

Talletukset yhteensa Ty = 80 778 000 000 €.
Korko o = 0,0032.

Vuosi 2016:

Tl - 1,015 . To.
r1 = 0,0032 — 0,0005 = 0,0027.

Vuosi 2017:
T, =1,01-T, =1,01-1,015Ty = 1,02515T5.

re = 0,0027 — 0,0005 = 0,0022.

Korkojen maara vuonna 2017 on

R =1ryT; =0,0022 - 1,0251574 = 0,002253 . . . 1.

Valtio perii koroista 30 % lahdeveron, joten veron mééra on

0,3R =0,3-0,002253 ... T

= 0,3-0,002253... - 80778000 000<€

= 54654 314,02€
~ 55000000€

Vastaus: Kysytty vero on 55000000 €.

1p(6p)
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11. Maakellarin sisilampdotila vaihtelee hitaasti vuodenaikojen mukaan. Alin
lampdotila 2°C saavutetaan helmi-maaliskuun vaihteessa, ja ylin lampétila
8°C saavutetaan elo-syyskuun vaihteessa. Oletetaan, ettd lampotilan vaih-
telua voidaan kuvata sinikédyrélla. Maéritd sellaiset parametrien A, B, ¢ ja
to arvot, ettd lampotila T saadaan kaavalla

T = A+ Bsin (c(t + ty)) ,
kun ajan ¢ yksikkond on kuukausi. Tehtavassa kaikki kuukaudet voidaan
olettaa yhta pitkiksi.

Ratkaisu.
Ratkaisussa hyodynnetddn tietoa, etté sinifunktio on jaksollinen ja sen jak-

son pituus on 2w, seka sitéd, ettd sinin pienin arvo on —1 ja suurin arvo on
1.

Lampotilan ajatellaan olevan jaksollinen siten, etté jakson pituus on 12 kk.
Koska sinifunktion jakson pituus on 27, niin

c(t+12+ty) = c(t +to) + 27

12¢ + cltAt5) = cltA4t5) + 27

12¢=2m | :12

=T

Valitaan B siten, etta B > 0. Télloin alin lampdétila saadaan, kun sinin arvo

on -1. Siis
2=A+B-(-1)=A-B. (1)
Vastaavasti ylin lampdotila saadaan, kun sinin arvo on 1. Siis
8=A+B-1=A+B. (2)
1p(2p)
Ratkaistaan yhtalopari laskemalla yhteen yhtélot (1) ja (2).
24+8=A—-B+A+B
10=24 |:2
A=5 (3)
Sijoitetaan (3) yhtaloon (2).
8=5+0D
b =3. 1p(4p)
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Olkoon t aika kuukausina vuoden alusta. Télloin alin lampotila saavutetaan,
kun ¢ = 2, jolloin sini saa siis arvon -1.

sin (% (2+ t0)> = -1 1p(5p)

sin (% (2+ to)) = sin (—g)

to = —9. 1p(6p)

Huomautus lukijalle: Sinin jaksollisuudesta johtuen t; voidaan valita millé
tahansa tavalla, jossa

7 s

6(2 + to) = —6 + 27T7L,
missa n on kokonaisluku.

Vastaus:

SV
I

o
|

I
oy w oo

kun aika t on kuukausia vuoden alusta.

Liséselitys:

to = 7 on myo0s kelvollinen vastaus, ja mika tahansa luku —5 + 12n, jos-
sa n on kokonaisluku.

¢ = 30° on myos kelvollinen vastaus, vaikkakin matemaattisissa malleissa
on tavanomaisempaa kayttad kulman yksikkona radiaania.

Jos oltaisiin valittu B negatiiviseksi, saataisiin B = —3, jolloin ¢y = 1+ 12n.
Tamé on myos oikea vastaus.
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12. Kalle ja Leena tekevéit Biofysiikan perusteet -kurssin harjoitustyota. He ovat
mitanneet koehenkilon pulssin f(¢) urheilusuorituksen aikana hetkella ¢. Tu-
loksena on alla oleva kayra. Mittalaitteisto siirtdad tulokset digitaalisessa
muodossa langattomasti suoraan Kallen ja Leenan kayttamaén tietokonee-
seen.

Kallen ja Leenan tehtdvané on ohjelmoida tietokone laskemaan automaatti-
sesti, kuinka monta paikallista minimikohtaa pulssikdyrassa on. Kalle ehdot-
taa funktion derivaatan nollakohtien etsimisté. Leenan mukaan tdma toimii
joskus, kuten tapauksessa t = 15,2min, mutta ei aina, esimerkiksi silloin,
kun ¢ = 19,3 min

a) Onko f’(16) positiivinen vai negatiivinen? Perustele ja selita sanallisesti,
mita vastaus tarkoittaa.

b) Kuvaile sanallisesti, mité tiedét derivaatan ja funktion minimin vélisesta
yhteydesta.

¢) Arvioi Kallen ehdotusta paikallisten minimikohtien 16ytdmiseksi seké
Leenan esittamaé huomiota.

Pulssi (bpm)
180
162
144
126
108

90

72 5 10 15 20 Aika
Lahde: YTL (min)

Ratkaisu.

a) Kohtaan ¢ = 16 piirretty tangentti on nouseva suora,
joten sen kulmakerroin f'(16) on positiivinen.
Tama tarkoittaa sitd, etta hetkelld 16 min koehenkilon pulssi on nousus-
sa.

Pisteytyksesta: Hyvan vastauksen piirteissa ei ollut sanallista selitysta
siita, mita vastaus tarkoittaa, joten mahdollisesti voi saada taydet pisteet
myo6s ilman sanallista selitysta (viimeinen rivi ylla).

Laakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etdkurssit 23



-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

b) Derivaatta kertoo tangentin kulmakertoimen. Derivoituvan funktion 44-
riarvokohdassa sen tangentti on vaakasuora, eli sen derivaatta on nolla.

1p(3p)

Minimikohdan vasemmalla puolella funktio on laskeva, eli derivaatta on
negatiivinen, ja minimikohdan oikealla puolella funktio on kasvava, eli
derivaatta on positiivinen. 1p(4p)

Pisteytyksestda: Kohdasta b saa mahdollisesti tédydet pisteet vain kerto-
malla, etta derivaatta kertoo tangentin kulmakertoimen ja ettd derivoi-
tuvan funktion minimikohdassa derivaatta on nolla, koska tangentti on
vaakasuora.

c) Kallen ehdotus perustuu huomioon, ettd minimikohdissa on derivaatan
nollakohta silloin, kun funktio on derivoituva. Kalle ei kuitenkaan otta-
nut huomioon sitéd, ettd myos maksimikohdissa derivaatta on nolla, ja
toisaalta funktiolla saattaa olla minimi sellaisessa kohdassa, jossa se ei
ole derivoituva, eli jossa sille ei voi piirtda tangenttia. 1p(5p)

Leenan huomio perustuu siihen, ettid kohdassa 15,2 min funktion kuvaa-
jalle voi piirtaéd tangentin, joten siind olevan minimin 16ytaa etsiméalla
derivaatan nollakohdat. Toisaalta kohdassa 19,3 min on my6s minimi,
mutta funktion kuvaaja on siiné kohdassa terava, eika siihen voi piirtaa
tangenttia, joten funktiolla ei ole siind kohdassa derivaattaa, ja téten
tata kohtaa ei 1oyda etsimalla derivaatan nollakohdat. 1p(6p)
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13. Eksponentiaalista mallia voidaan kayttda monien luonnontieteen ilmioiden
kuvaamiseen.

a) Anna esimerkki ilmiosté, jonka kuvaamiseen malli soveltuu.
b) Anna esimerkki ilmiosté, jonka kuvaamiseen malli ei sovellu.

Mallin soveltuvuus ja soveltumattomuus pitaa perustella.
Ratkaisu.

Eksponentiaalinen malli soveltuu sellaisten ilmioiden kuvaamiseen, joissa jo-
kin suure muuttuu tietyssa ajassa aina saman prosenttiosuuden.

a) Esimerkkejé ilmioistd, joiden kuvaamiseen eksponentiaalinen malli so-
veltuu:

o Bakteerien kokonaismassa petrimaljassa. Bakteerimassan kasvuno-
peus petrimaljassa on likimain verrannollinen bakteerien méaraén,
eli niiden massa kasvaa tietyn prosenttiosuuden verran péivissa.

» Radioaktiivisen aineen maéra sen hajotessa. Tiedetaan, ettéd silla
on puoliintumisaika, joten puoliintumisajassa siitd hajoaa 50%, eli
tietyssa ajassa sama prosenttiosuus.

Pisteytys: Yksi esimerkki riittaa. Vastaus = 1p. Perustelu = 2p.

b) Esimerkkeja ilmidistd, joiden kuvaamiseen eksponentiaalinen malli ei so-
vellu:

o Tasaisesti etenevian kappaleen paikka ajan funktiona. Paikka kas-
vaa aina tietyn suuruisen matkan samassa ajassa, joten sitd kuvaa
lineaarinen malli, ei eksponentiaalinen.

o Harmonisen jousen varassa edestakaisin vardhtelevan kappaleen paik-
ka. Kappaleen paikkakoordinaatti vuoroin kasvaa ja vuoroin piene-
nee, joten eksponentiaalinen malli ei sovellu siihen.

Pistevtys: Yksi esimerkki riittad. Vastaus = 1p, Perustelu = 2p.
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