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1. Lukujonojen madaritelmia (12 p.)

Aineisto:

1.A  Luettelo: Lukujonot A-G

Yhdista kukin lukujonon maaritelma 1.1.-1.6. siihen jonoon A-G, joka madaritelman
perusteella saadaan. Kaikki jonot alkavat jasenesta a4 ja yksi vastausjono jaa kaytta-
mattd. Vastauksia ei tarvitse perustella.

1.1. a, =2n—1(2p.)

1.2. a, =n%(2p.)

13. a, =1 (2p.)

1.4. a, =2"(2p.)

1.5. a1 =2jaa, =a,1+2,kunn > 2(2p.)

1.6. a1 =1,a0 =2jaa, =an_1+ a,_2 kunn > 3(2p.)

Ratkaisu. Lasketaan jokaisesta lukujonosta nelja ensimmaista jasenta ja valitaan oi-
kea vastausvaihtoehto:

11. a,=2n—1

apg =2-1—-1 =1
ag =2-2—-1 =3
a3 =2-3—1 =5
ag =2-4—-1 =7

Vastaus: C.(1,3,5,7,...)
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1.2. a, = n?

a; = 12 =1
g = 22 =4
as = 32 =9
a, =42 =16
Vastaus: D. (1, 4,9, 16, ...)
13. a, = n?
a; = 13 =1
g = 23 =8
as = 33 =27
a, =4° =64
Vastaus: E. (1, 8,27, 64, ...)
14. a, =2"
a; = 21 =2
a, =22 =4
as = 23 =38
ay = 24 =16
Vastaus: G. (2, 4, 8, 16, ...)
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15. ay =2jaa, =a,—1+2,kunn > 2

a =2
ay =2+2 =4
a3 =442 =6
ag =6+2 =38

Vastaus: F. (2,4,6,8,...) 2p
. (10p)
1.6. ey =1,a0 =2jaa, = ap_1+ an_o, kunn >3
aq =1
a9 =2
az =14+2 =3
Vastaus: B. (1,2, 3,5,...) 2p
(12p)

Huom! Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei edellyteta vastauksessa.
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2. Paraabelien huiput (12 p.)

Maarita seuraavien paraabelien huippujen - ja y-koordinaatit. Vastaukset voi antaa
vain tekstimuodossa. Vastauksia ei tarvitse perustella.

"

Anna vastaukset muodossa "r = Y = .
21. y =22+ 1(4p.)

22. y=1a>—2x(4p.)

23. y=3(x -5+ T7@4p)

Ratkaisu.

Pisteytys: Kustakin x-koordinaatista 2 pistetta ja kustakin y-koordinaatista 2 pistetta.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1 |

Paraabelin y = 222 huippu on origossa, eli z-akselin kohdassa = 0. Tehtavassa
annetun paraabelin y = 222 + 1 huippu on myés = 0, koska sen yhtalo eroaa
yhtélésta y = 222 vain vakiotermin osalta. Paraabelien huiput sijaitsevat samassa
x-akselin kohdassa, koska paraabeli y = 222 + 1 saadaan siirtdmélla paraabelia
y = 222 vakiotermin, eli yhden yksikén verran ylspain.

Lasketaan huipun y-koordinaatti.

y=22"4+1=2-0+1=1.

Vastaus: z =0,y = 1.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2 |

Tassa ratkaisussa kaytetaan derivointia, joka kuuluu uudessa LOPS:ssa vasta syven-
tavaan kurssiin MAB7.

Derivoidaan paraabelin lauseke

D(22% + 1) = 2 - 27 = 4x.
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Ratkaistaan derivaatan nollakohta.

dr=0 | :4

xz=0.
Paraabelin huippu sijaitsee derivaatan nollakohdassa. Lasketaan huipun y-koordinaatti.

y=21"+1=2-0"+1=1.

Vastaus: z =0,y = 1.

2.2,

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1 |

Etsitaan paraabelin lausekkeen nollakohdat.

22 =2 =0

x(r —2)=0.
Tulon nollasddnndn mukaan
r=0
tai
r—2=0
T =2

Huom! Nollakohdat voi ratkaista my0s toisen asteen yhtaldn ratkaisukaavalla yhta-
16std 22 — 22 = 0.

Paraabelin huippu on nollakohtien puolivalissa. Lasketaan puolivalin paikka, eli nol-

lakohtien keskiarvo.
B 0+2 B 2 _ 1

Ty 2

Lasketaan huipun y-koordinaatti.

y=2>-2r=1-2.1=1-2=—1.

Vastaus:x =1,y = —1
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| RATKAISUVAIHTOEHTO 2 |

Tassa ratkaisutavassa kaytetaan derivointia, joka kuuluu uudessa LOPS:ssa vasta sy-
ventavaan kurssiin MAB7.

Derivoidaan paraabelin lauseke.
D(2* — 27) = 2z — 2.

Ratkaistaan derivaatan nollakohta.

20 —2=0
20 =2=0 |:2
r=1.

Paraabelin huippu sijaitsee derivaatan nollakohdassa. Lasketaan huipun y-koordinaatti.

y=a>—-2r=1*-2-1=1-2=—1.

Vastaus:x = 1,y = —1.
2.3.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1 |

Jos yritat ratkaista paraabelin nollakohdat esim. toisen asteen yhtalon ratkaisukaa-
valla, voit todeta, ettd ratkaisuja ei I8ydy. Paraabelin lauseke 3(z + 5)? + 7 saa vain
positiivisia arvoja, koska (x — 5)% on toisen potenssin vuoksi aina positiivinen tai
nolla. Nain ollen paraabelilla ei ole nollakohtia. Huippu taytyy siis selvittaa jotenkin
toisin kuin nollakohtia hyédyntamalla.

Paraabeli y = 3(x — 5)? + 7 saadaan paraabelista y = 3(x — 5)? siirtamalla sit3
seitseman yksikkoa ylospain (paraabelien lausekkeet eroavat vain termin +7 osalta).
Nain ollen niiden huiput sijaitsevat samassa z-akselin kohdassa.

Selvitetadn paraabelin y = 3(x — 5)? huipun z-koordinaatti. Ratkaistaan paraabelin
lausekkeen nollakohdat:

3(r—572=0 |:3

(z—5)*=0
r—5=0
T =9.
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Nollakohdat (nollakohdan) voi ratkaista myds toisen asteen yhtaldn ratkaisukaavalla
yhtalésts (z — 5)% = 0. Lauseke (z — 5)? téytyy ensin laskea auki, jotta yhtalén saa
normaalimuotoon 22 — 10z + 25 = 0.

Nollakohtia on vain yksi, joten paraabeli sivuaa z-akselia. Paraabelin y = 3(z — 5)?
huippu on sen ainoassa nollakohdassa x = 5.

Paraabelin y = 3(z — 5)% + 7 huippu on samassa z-akselin kohdassa. Ratkaistaan
taman paraabelin huipun y-koordinaatti.

y=3x—-5°+7=3-(5-5°+7="7.

Vastaus:x =5, x = T.

| RATKAISUTAPA 2 |

Tassa ratkaistavassa kaytetaan derivointia, joka kuuluu uudessa LOPS:ssa vasta sy-
ventdvaan kurssiin MAB7.

Muokataan paraabelin lauseke helpommin derivoitavaan muotoon.
3(x —5)2+7=3(2*— 100 +25) +7
Yl kaytettiin muistikaavaa (a — b)? = a? — 2ab + b%.

=322—-3-100+3-25+7
=322 300 +75+7
= 322 — 30z + 82.

Derivoidaan paraabelin lauseke.
D(32% — 307 + 82) = 3 - 2z — 30 = 62 — 30,

Ratkaistaan derivaatan nollakohta.

6x—30=0
6x =30 | :6
r =Db.
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Paraabelin huippu sijaitsee derivaatan nollakohdassa. Lasketaan huipun y-koordinaatti.

y=3x—-57+7=3-(5-5°+7="7.

Vastaus:x =5,y = 7.

Huom! Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei edellyteta ratkaisussa.
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3. Varikas lippu (12 p.)

Aineisto:

3.A Kuva: Seychellien lippu

Seychellien lipussa on viisi eri varia kuvan 3.A mukaisesti. Kuinka monta prosenttia
kukin vari peittaa koko lipun pinta-alasta?

Ratkaisu.

Lasketaan aluksi koko lipun pinta-ala Ajipy. Lippu on suorakulmio, joten sen pinta-
ala on kanta kertaa korkeus:

Ajppu = 300 - 150 = 45 000

Sininen, keltainen, valkoinen ja vihrea alue ovat kaikki kolmioita. Kolmion pinta-ala
on kanta kertaa korkeus jaettuna kahdella. Sinisen ja keltaisen kolmion korkeudet
ovat yhta suuret kuin lipun korkeus eli 150. Kummankin kannan leveys on 100. Nai-
den kolmioiden pinta-alat ovat siis:

kanta

/—/H

korkeus

100 - 150 15000

Asin. = Akelt. = = 7500

2 2
Valkoisen ja vihredn kolmion kannattaa ajatella olevan kyljellaan. Talléin niiden kor-

keus on sama kuin lipun leveys eli 300 ja kummankin kannan leveys on 50. Niiden
pinta-alat ovat siis:

} kanta

korkeus

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 10


https://www.mafyvalmennus.fi
https://mafyvalmennus.fi/wp-content/uploads/YO-Kokeet/2019K_Mab/attachments/index.html#3.A

-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

300-50 15000

Avalk. = Avihr. = = 7500

2 2
Punaisen alueen pinta-ala saadaan koko lipun pinta-alan ja muiden varien erotukse-
na:

Apun. = Alippu - Asin. - Akelt. - Avalk. - Avihr.
=45000 —4 - 7500
= 15000

Vaihtoehtoisesti punaisen varin peittdman alueen pinta-alan voi laskea jakamalla
sen kahteen kolmioon lipun oikeasta ylakulmasta vasempaan alakulmaan menevalla
suoralla:

Nyt voidaan laskea kuinka monta prosenttia kukin vari peittaa lipun pinta-alasta.
Sininen, keltainen, valkoinen ja vihrea peittavat kukin

1
700 L6666

2p(8p)

1p(9p)

45000 450 6
eli noin 16,7 prosenttia lipun pinta-alasta. Punainen vari puolestaan peittaa

1 15 1
15000 15 = =0,33333...

1p(10p

1p(11p

45000 45 3

eli noin 33,3 prosenttia lipun pinta-alasta.

1p(12p

Vastaus: Sininen, keltainen, valkoinen ja vihrea peittavat kukin 16,7 prosenttia lipun
pinta-alasta. Punainen vari peittaa 33,3 prosenttia lipun pinta-alasta.

Huom! Kuvat ja varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei edellyteta vastauksessa.
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4. Tilastokysymyksia nopanheitosta (12 p.)

Aineisto:

4.A Kuva: Nopat

Heitettiin 30 noppaa, ja saatiin kuvan 4.A mukainen tulos, jota kutsutaan tassa teh-

tavassa aineistoksi.

4.1. Muodosta aineiston perusteella frekvenssitaulukko. Voit laatia taulukon kaa-
vaeditorin taulukko-ominaisuudella tai pelkkana tekstina. (2 p.)

4.2. Mika on aineiston moodi? Perustele lyhyesti vastauksesi. (2 p.)

4.3. Mika on aineiston mediaani? Perustele lyhyesti vastauksesi. (3 p.)

4.4. Mika on aineiston keskiarvo? Perustele lyhyesti vastauksesi. (3 p.)

4.5. Mika on silmaluvun 6 tilastollinen todennakdisyys tassa aineistossa? (2 p.)

Ratkaisu.

4.1. Tutkitaan kuvassa 4.A esiintyvien silmalukujen (1-6) lukumaaria. Muuttujien ar-
voille (silmaluvut) saadaan esiintymiskertojen maarista seuraava frekvenssitau-

lukko:
Silméaluku z | f(frekvenssi)
1 5
2 2
3 5
4 8
) 8
o |

4.2. Tyyppiarvo eli moodi on yleisin muuttujan arvo, eli se, jonka frekvenssi on suu-
rin. Edellisen kohdan taulukosta nahdaan, etta silmaluvuilla 4 ja 5 on suurin
frekvenssi (f = 8), joten tyyppiarvoja on kaksi, silmaluvut 4 ja 5.

Vastaus: Moodeja ovat silmaluvut 4 ja 5. 2p(4p)
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4.3. Silmaluvut suuruusjarjestyksessa
17 1a 1717172a2737373a3a 3747474a4747474a4757575a5757575a576 ja 6

Silmalukuja on yhteensa 30 kpl, joten suuruusjarjestyksessa keskimmainen ar-
vo eli mediaani on jarjestetyn aineiston 15. ja 16. arvon keskiarvo. Molemmat
ovat silmalukuja 4, joten niiden keskiarvo on 4. 2p(7p)

Vastaus: Mediaani on 4.
4.4, Lasketaan keskiarvo frekvenssien avulla

0 9-14+2-24+5-3+8-4+8-5+2-6 108
T = 30 :%:3,6 3p
(10p)

Vastaus: Keskiarvo on 3,6.

4.5. Silmaluvun 6 tilastollinen todennakéisyys saadaan silmaluvun 6 suhteellisesta
frekvenssista. Aineiston perusteella silmaluku 6 esiintyy tilastollisella todenna-

koisyydella
2 1
Plx=6)=—=—=6,7%
r=0=5-1 ’
Vastaus: Silmaluvun 6 tilastollinen todennakdisyys on %5 ~ 6,7 %. 2p

(12p)
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5. Paljonko tolkissa on ilmaa? (12 p.)

Aineisto:

5.A Kuva: Maitotolkki

Maitotolkki (aineisto 5.A) sisaltaa 1,75 litraa maitoa. Tolkin pohja on neli6, jonka si-

www.mafyvalmennus.fi

vun pituus on 9,25 cm. Tolkin sisdosan kokonaiskorkeus on 23,0 cm, ja sen alaosa

koostuu suorakulmaisesta sarmiosta, jonka korkeus on 20,0 cm. Télkin ylaosa muo-

dostuu pyramidista. Kuinka paljon ilmaa on avaamattomassa maitotélkissa?

Ratkaisu.

Tarkastellaan tolkkia kahdessa osassa: alla oleva suorakulmaisen sarmion muotoi-

nen osa (korkeus hy, pohjan sivun pituus a) ja paalla oleva pyramidin muotoinen

osa (korkeus hs).

a=9,25cm
hi1 = 20cm

hy =23cm — 20cm = 3cm

Vinaito = 1,751 = 1750 cm®

Suorakulmaisen sarmion tilavuus on

Vi = a’hy.
Pyramidin tilavuus on
Vi = zath,
Tolkin kokonaistilavuus on siis
V=Vi+V,
= a*hy + %a ha

= 1796,8125 cm?®

[Iman tilavuus tolkissa on siis

Mlma =V - Vmaito
= 468125 cm?

~ 47 cm?®.

Vastaus: Avaamattomassa tolkissa on 47 cm? ilmaa.

Oppimateriaalit - [aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit
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6. Puun kasvu (12 p.)

Metsantutkija mallintaa puun kasvua. Mallissa puunrunko ajatellaan suoraksi ympy-
rapohjaiseksi kartioksi. Ajanhetkelld ¢ = 0 puunrunko on korkeudeltaan 6 metria
ja tyvesta halkaisijaltaan 8 cm paksu. Joka vuosi puu kasvaa pituutta 45 cm ja tyven
halkaisija kasvaa 0,6 cm. Muodosta funktio, joka kuvaa puunrungon tilavuutta ajan
funktiona. Mika on rungon tilavuus 20 vuoden kuluttua?

Ratkaisu.

Madaritetadn puun tyven séteelle funktio r(t) ajan ¢ suhteen. Alussa halkaisija on
8 cm, eli sen s&de on 8cm/2 = 4 cm. Halkaisija kasvaa joka vuosi 0,6 cm, jolloin
sade kasvaa 0,6 cm/2 = 0,3 cm. Sateelle (senttimetreissd) saadaan funktio

r(t)=4+0,3-t.

Mé&aritetaan sitten puun korkeudelle funktio h(t). Alussa korkeus on 6 m = 600 cm.
Korkeus kasvaa joka vuosi 45 cm, joten korkeudelle (senttimetreissa) saadaan funk-
tio

h(t) = 600 + 45 - t.

Ympyrapohjaisen kartion tilavuus on
1
V =-Ah
3
2

Sijoitetaan ympyran pinta-ala A = 7r=.

1

V= §<7T7”2)h
V= %ﬁh,

missa r on pohjaympyran sade ja h on kartion korkeus. Sijoitetaan sade ja korkeus
ajan funktiona, jolloin saadaan puunrungon tilavuudelle funktio

(r(t)* - h(t)
(440,3-1)%- (600 + 45 - t)

wlxwly

Rungon tilavuus 20 vuoden kuluttua on

V(20) = 157079,63 . ..

~ 157000 (cm?).
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Vastaus: Rungon tilavuuden funktio on V' (t) = % - (4+0,3-1)- (600 +45-t), missa

t on aika vuosissa ja V' on tilavuus kuutiosentteina. Tilavuus 20 vuoden kuluttua on
157000 cm?,

Vastaukseksi kdy myés sievempi muoto V' (t) = 7 - (0,3t + 4)% - (15t + 200),

Huom! Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei edellyteta vastauksessa.
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7. Mikko vaihtaa rahaa (12 p.)

Mikko lahtee matkalle Varsovaan ja Prahaan. Han joutuu vaihtamaan rahaa useita
kertoja ennen matkaa ja matkan aikana. Jokaisessa vaihdossa han menettaa vaihto-
tappiona 5 prosenttia rahan arvosta. Han vaihtaa 300 euroa Puolan ztotyiksi ja 200
euroa TSekin korunoiksi. Han ei muista, milla kurssilla vaihto suoritettiin, mutta pitaa
kirjaa siita, kuinka suuri osuus rahoista tulee kaytettya.

Puolassa han huomaa, etta kolmasosa ztoteista on jaanyt kayttamatta, ja han vaihtaa
ne lahtiessaan TSekin korunoiksi. Kotiin tullessaan hanella on viela viidesosa kaikista
korunoista jaljella, ja han vaihtaa ne takaisin euroiksi.

Kuinka monta euroa han saa takaisin? Anna vastaus euron tarkkuudella.

Ratkaisu.

Tehtavassa pyydetaan vastaus vain euron tarkkuudella, joten ei tarvitse valittaa vali-
tulosten pydristyksista senttien tarkkuuteen.

Alunperin ztotyiksi vaihtuva rahamaara on z = 300 €.
Alunperin korunoiksi vaihtuva rahamaara on k = 200 €. p

Ensimmaisen valuutanvaihdon 5 %:n vaihtotappion jalkeen jaljell4 oleva arvo eurois-
saon

0,95- 240,95 k=475€. 2p(3p
Puolassa jaa jaljelle kolmasosa zlotyista, joten jaljelld oleva arvo on
0,95
702 40,95k = 285 €. 2p(5p

Loput ztotyt vaihdetaan 5 %:n vaihtotappiolla korunoiksi, joten jéljella oleva arvo on
0,952

0,95 + 0,95k = 280,25 €. 3p(8p

Tsekeissa rahaa kuluu niin, etta jaljelle jaa viidesosa valuutasta, joten jaljella oleva
arvo on

022.0,95 + 0,95k

5 = 56,05 € 2p
(10p)
Viimeisen valuutanvaihdon 5 %:n tappion jalkeen arvoksi j&&
0,952 0,952
=22.0,95 4 0,95k =+ k
< 2 ) 20,95 =0,95% - —3—— ~ 5325 €. 1p
g g (11p)
Sijoitetaan z = 300 € ja k = 200 €, saadaan
0,95-300
=== + 200
0,95% - —3———— = 53,2474 ~ 53 (€) 1p
g (12p)
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Vastaus: Mikko saa takaisin 53 euroa. Valituloksia ei ole pakko olla nakyvissa.

Huom! Tehtavanannossa pyydettiin vastaus juuri euron tarkkuudella, joten jos on
antanut vastauksen muulla tarkkuudella, menettaa 1p.

Huom! Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei edellyteta vastauksessa.
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8. Lukujonon kasvaminen ja vaheneminen (12 p.)

Tarkastellaan lukuja

an = —n> 4 1000n? + 100n + 2019,

kunn = 0,1,2,3,...,1000. Etsi derivaatan avulla sellainen indeksin k arvo, etta
lukujono (ayg, . . ., ax) on kasvava ja lukujono (ag, . . . , a1000) ON vaheneva.
Ratkaisu.

Lukujonon jasenet ovat
a, = —n® + 1000n* + 100n + 2019.

Tutkitaan sellaista jatkuvaa funktiota f(z) valilld [0,1000], jonka arvot ovat samat
kuin lukujonon jésenet kokonaislukujen kohdalla.

f(z) = —2® +10002* + 100z + 2019.
Derivoidaan f.
f'(z) = —32% + 2000z + 100.
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.
fi(x) =0

—32% 4+ 20002 + 100 = 0
CAS-ohjelmalla:

z=-0,0499... tai z=666,71...

Negatiivinen nollakohta ei ole tutkittavalla alueella. Lasketaan derivaatan arvo posi-
tiivisen nollakohdan molemmin puolin.

#(0) =100 > 0

1/(700) = —69900 < 0.
Funktio on siis kasvava valilla [0, 666,71 . . .] ja vaheneva valilla [666,71 . .., 1000].
Funktio kuvaa lukujonon kulkua vain x:n kokonaislukuarvoilla, joten kohta, jossa lu-
kujono vaihtuu kasvavasta vahenevaksi on agg tai aggy. Lasketaan nama jasenet:
A6 — 148216323
agsr = 148216756.
Vastaus: Indeksin arvolla k = 667 lukujono (aq, . . . , ax) onkasvava ja (ag, - - - , @1000)
on vaheneva.
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9. Vuorovesimalli / Ennatyslammin heinakuu (12 p.)

Jos valitset taman tehtavan, ratkaise joko 9.1. TAl 9.2. (Voit valita kumman tahan-
sa tehtavan riippumatta siitd, minka opetussuunnitelman mukaisesti olet opiskellut.)

9.1. (Vanha opetussuunnitelma, ennen 1.8.2016 lukion aloittaneet)
Vuoroveden korkeutta kellonajan ¢ (yksikkona tunti, ¢ = 0 keskiy6lla) funktiona voi-
daan kuvata funktion

) 2
f(t) = A+ Bsin <m(t t0)>

avulla. Tassa A, B ja ty ovat vakioita. Norjan Tromssassa merenpinta on eraana pai-
vana kello 9.00 matalimmillaan. Seuraavan kerran merenpinta on matalimmillaan
samana paivana kello 21.24. Korkeimmillaan merenpinnan korkeus nain kuvattuna
on 192 cm ja matalimmillaan 0 cm.

Mé&érita naiden tietojen avulla funktion f(t) lausekkeessa esiintyvien vakioiden ar-
vot. Anna vastaukset kolmen merkitsevan numeron tarkkuudella.

Ratkaisu.

Merenpinnan korkeus on pienimmillaan, kun

, 2m
sin <m(t — t0)> =-1

Saadaan siis

Merenpinta on korkeimmillaan, kun

in (2 (t—t)) =1
Sin 12’4 0 = 1.

Saadaan siis

A+B-1=192 ||sij.A=B

A+A=192

24 =192 ||:2
A =096  (javastaavasti B = 96)
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Merenpinta on matalimmillaan ensimmaisen kerran, kun ¢ = 9. Talldin siis

27
n | 22 (9 _ —
sin <1274 (9 to)) 2p(8p)

—_
M‘
S
—~
Ne)
|
~
o
~—
|
N |

3p(11p

Vastaus: Vakioiden arvot ovat siis

A= B =96,0cm
to = 12,1h.

Vakioiden arvot kannattaa ilmoittaa yksikdineen, koska ne kuuluvat vastaukseen. Jos
unohdit vastauksestasi yksikot, saat luultavasti kuitenkin taydet pisteet, koska YTL:n
hyvan vastauksen piirteissa (luettu 27.3.2019) ei ollut yksikaita.

Huom! Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei edellytetd vastauksessa.
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9.2. (Uusi opetussuunnitelma, 1.8.2016 tai sen jalkeen lukion aloittaneet)
Aineisto:

9.A Teksti: IImasto-opas

[Imasto-oppaan (aineisto 9.A) perusteella oletetaan, ettd vuoden 2010 tyyppisen en-
natyslampiman heindkuun todennakoisyys on joka vuosi %. Tapahtumat oletetaan
myaos toisistaan riippumattomiksi. Kuinka suurella todennakoisyydelld Suomessa

+ eioleyhtdaan ennatyslamminta heindkuuta seuraavien 30 vuoden aikana? (4 p.)

« on vahintaan kaksi ennatyslamminta heindkuuta seuraavien 30 vuoden aika-
na? (8 p.)
Ratkaisu.

Todennakdisyys, etta tiettyna vuonna on ennatyslammin heindkuu, on

1
p

:@'

Vuodet oletetaan toisistaan riippumattomiksi, joten kyseessa on toistokoe.
Todennakdisyys, ettei yhtendkaan vuonna 30 vuoden aikana ole ennatyslamminta
on

P(0kpl) = <300) p’(1—p)*

= (0,60398. ..
~ 60%.

1p(2p)

()

Todennakdisyys, ettd on vahintaan kaksi ennatyslamminta heindkuuta seuraavan 30
vuoden aikana on

P(>1kpl) =1— P(< 2kpl)
—1— P(1kpl) — P(0kpl).

1p(5p)

Lasketaan P(1 kpl) toistokokeen kaavalla:

4p(9p)

30 B
P(1kpl) = (1)291(1 —p)*!
— 0,30710. ..

2p(11p

Oppimateriaalit - [aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 22


https://www.mafyvalmennus.fi
https://mafyvalmennus.fi/wp-content/uploads/YO-Kokeet/2019K_Mab/attachments/index.html#9.A

-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

Kysytty todennakdisyys on siis

P(> 1kpl) = 1 — 0,60398. .. — 0,30710. ..
= 0,088910. ..
~ 8,9%.

Vastaus: Todennakdisyys, ettei seuraavan 30 vuoden aikana ole yhtaan ennatyslam-
minté heindkuuta on 60% ja todennakaisyys, etta seuraavan 30 vuoden aikana on

vahintaan kaksi ennatyslamminta heindkuuta on 8,9%.
Vastaukseksi kayvat myos 0,60 ja 0,089.

Huom! Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei edellyteta vastauksessa.
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10. Miten vauva kasvaa? (12 p.)

Vauvan painon voidaan arvioida kasvavan ¢>-kertaiseksi, kun vauvan pituus kasvaa
g-kertaiseksi. Tama perustuu siihen, etta vauva on kolmiulotteinen ja kasvua tapah-
tuu suurin piirtein yhta paljon jokaiseen suuntaan. Oletetaan, etta vauva on syntyes-
saan 52 cm pitka ja painaa 4,0 kilogrammaa.

10.1. Arvioi vauvan painoa talla menetelmalld, kun vauvan pituus on 55, 60, 65 ja
70cm. (4 p.)

10.2. Piirra kuvaaja, josta ilmenevat syntymamitat ja kohdassa 10.1. lasketut tiedot.
(4p.)

10.3. Voiko samaa arviointitapaa kayttaa aikuiseksi asti? Valota esimerkeilla ja pe-
rustele, miksi uskot menetelman toimivan tai olevan toimimatta. (4 p.)

Ratkaisu.

10.1. Vauvan painon oletetaan olevan verrannollinen vauvan pituuden kuutioon eli
kolmanteen potenssiin. Merkitdan vauvan pituutta h:lla ja painoa (joka on siis
pituuden funktio) p(h):lla. Talléin vauvan paino on p(h) = a - h3, missé a
on verrannollisuuskerroin. Lasketaan verrannollisuuskertoimen arvo vauvan
syntymapituuden ja -painon perusteella.

p(h) =a- K’
4,0kg = a - (0,52m)
4,0kg
(0,52m)?
4,0kg
~ 0,140608 m?

K
— 98.44788... -5

m3
Lasketaan nyt arviot vauvan painolle tehtdvanannossa annetuille pituuksille:

Pituus p(h)
55cm 28,44788...-(0,55)°  ~4,7kg
60cm  28,44788...-(0,60)>  ~6,1kg
(0,65)
(0,70)

65cm  28,44788...-(0,65)° ~ 7.8kg
70cm  28,44788...-(0,70)> ~9.8kg
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Piirretaan kysytty kuva. Merkitaan kuvaan syntymapaino ja -pituus seka arvioi-
dut painot annetuilla pituuksilla:

9.5

8.5

7.5

paino

6.5

5.5

4.5

3.5

T T T T T T T T T T

52 54 56 58 60 62 64 66 68 70

pituus

Kuvaajan pisteytys:
- Kuvaajassa on viisi pistetta ja akselit on nimetty. 1p (5p)
- Pisteet on merkitty oikein. 3p (8p)

Arvioidaan aikuisen ihmisen painoa kohdassa 10.1. tehdylla mallilla. Suoma-
laisten keskipituus on noin 1,72 metria (voi kayttaa muutakin pituutta esimer-
kiksivalilla 1,65-1,80 metria). Kdytetty malli ennustaa tallaisen ihmisen painok-
Si

p(h) = 28,44788 ... - (1,72)° ~ 1448 kg

mika on eparealistisen suuri tulos ihmisen keskipainoksi. 2p(10p

Malli ei selita aikuisten ihmisten painon ja pituuden suhdetta, silla aikuisen ke-
hon mittasuhteet ovat erilaiset kuin vauvalla. 2p(12p

Vastaus: Tama malli ei anna realistista arviota aikuisen ihmisen painosta.

Huom! Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei edellyteta vastauksessa.
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11. Harrin palkka (12 p.)

Harri saa palkkaa 4 200 euroa kuukaudessa ja hdanen tyétuntimaaransa on 155 tun-
tia kuukaudessa. Han arvioi tuntipalkkaansa seuraavalla tavalla: Jos tyétuntimaarani
olisi 160 tuntia ja palkkani 4 000 euroa, niin tuntipalkkani olisi 4 000/160 = 25. Tassa
ei ole otettu huomioon 200 euroa palkasta, joten virhe on runsas euro tuntia koh-
ti; palkka on siis runsaat 26 euroa. Todellinen tyétuntimaara on 155, ei 160, ja siita
tulee varmaankin pieni virhe, joten todellinen tuntipalkka on ehkapa 27 euroa.

11.1. Kuinka monta prosenttia enemman tai vdhemman Harri arvioi saavansa palk-
kaa tunnilta kuin han oikeasti saa? (4 p.)
11.2. Selitd Harrin paattelyn vaiheita ja arvioi, perustuuko paattely pateviin arvioi-
hin. (8 p.)
Ratkaisu.
11.1. Lasketaan Harrin oikea tuntipalkka:
4200€
= 27,096774 ... = 27,10 €/h 2
155k /
Harri arvioi saavansa 27 € tunnilta. Lasketaan arvion ja todellisen tuntipalkan
erotus ja verrataan tata oikeaan tuntipalkkaan:
21€-27,09... € —0,09... €
27,09... €  27,09... €
= —0,00357. ..
~ —0,36 %
Vastaus: Harri arvioi saavansa palkkaa n. 0,36 prosenttia vahemman kuin han
oikeasti saa.
YTL:n hyvan vastauksen piirteissa on verrattu Harrin tuntipalkka-arvioon pe-
rustuvaa kuukausipalkka-arviota oikeaan kuukausipalkkaan. Tehtavassa kas-
kettiin kuitenkin vertailla arvioitua ja todellista tuntipalkkaa.
11.2. Arvioinnin ensimmaisessa vaiheessa Harri pydristaa palkan lahimpaan tuhat-

lukuun ja tyétunnit ldhimpaan kymmeneen ja laskee tuntipalkan nailld luvuilla.

Taman jalkeen Harri arvioi, ettd palkan loppuosa 200 € kasvattaa tuntipalkkaa
noin eurolla. Tama arvio on realistinen mutta aliarvioi tuntipalkkaa hieman,

silla
200€
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Tahan asti Harri on kdyttanyt arvioissaan tuntimaaraa 160 oikean 155:n sijasta.
Naiden lukujen suhde on

160 h

—— =1,032258.. ..
55k ,032258

Jos Harrin arvioiman 26 euron tuntipalkan kertoo talld suhdeluvulla, saadaan
uudeksi arvioksi

26 €/h-1,032258... = 26,8387... €/h

mika pyoristyy 27 euroon tunnilta. 3p(9p)
Ero tdman arvion ja oikean tuntipalkan valilla selittyy silla, ettd aiemmin arvioi-
tiin ettd 200 euroa nostaa tuntipalkkaa vain eurolla eika 1,25 eurolla.

Harrin paattely perustuu pateviin arvioihin.

Pisteytyksesta: Kohdan 11.2 perustelemisesta kohdan 11.1 avulla ei saa pisteita.

Huom! Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei edellyteta vastauksessa.
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12. Elisan laina (12 p.)

Aineisto:

12.A Taulukko: Lainan korko

Elisa otti aikanaan 100 000 euron suuruiselle kymmenen vuoden tasalyhennyslainal-
leen korkokaton. Pankista sai lainalle 4,5 prosentin korkokaton 5 000 euron hintaan.
Laina oli sidottu 12 kuukauden euriborkorkoon, joka vaihteli laina-aikana taulukon
12.A mukaan. Kaikki tehtavassa mainitut korkokannat sisaltavat korkomarginaalin,
ja lainaa lyhennetaan kuukausittain.

Kannattiko Elisan ottaa lainalleen korkokattoa? Korkokaton sijaan han olisi voinut
sijoittaa 5 000 euroa saastatilille, jolloin talletuksen nykyinen arvo olisi 5 700 euroa.
Muita rahan arvon muutoksia ei tarvitse huomioida.

Voit halutessasi esittaa laskut taulukkolaskentaohjelmasta otetussa kuvakaappauk-
sessa, kunhan vastauksesta selviaa, miten tuloksiin on paasty.

Ratkaisu.

Elisan lainasumma oli 100 000 euroa ja lainaa lyhennettiin joka kuukausi kymmenen
vuoden ajan. Kuukausittainen lainan lyhennys oli siis

100 000€
k= —-——— 333... €~
1012 833,333 833,33 €
Ensimmaisen kuuden vuoden aikana lainan korko oli alle 4,5 % vuodessa, eli korko-

katolla ei ollut mitaan vaikutusta. Lasketaan Elisan maksamat korkokulut korkokaton
kanssa ja ilman korkokattoa, jolloin Elisa olisi voinut sijoittaa saastamansa 5000 €.

| KORKOKATON KANSSA |

Tehdaan taulukko, josta ilmenee vuosien 7 — 10 kuukausittain jaljella oleva laina
seka tasta lainasta maksettavan koron maara:
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| J | K | L | M N o |

1
kuukausi
6 7 8 9 10 11 12

vuosi korko

7 45 40000 39166.7 38333.3 37500
8 45 30000 29166.7 28333.3 27500
9 45 20000 19166.7 18333.3 17500
10 45 10000 9166.67 8333.34 7500.01

1

| 40000 Lainasumma

2| 833.3lyhennys

13

Z 150.00 146.88 143.75 140.63

15 112.50 109.38 106.25 103.13

16 | 75.00 71.88 68.75 65.63

1 3750 3438 3125 28.13

2 [Korkokulut yhteensa:

3675.00 =SUMMA(D13:016)

Lainaa jaljella:

36666.7 35833.4 35000 34166.7 33333.4 32500 31666.7 30833.4
26666.7 25833.4
16666.7 15833.4
6666.68 5833.35 5000.02 4166.69 3333.36 2500.03 1666.7 833.37

25000 24166.7 23333.4 22500 21666.7 20833.4
15000 14166.7 13333.4 12500 11666.7 10833.4

Korkokulut:

13438 131.25 128.13 125.00 121.88 118.75 115.63
96.88 93.75 90.63 8750 84.38 8125 78.13
59.38 56.25 53.13 50.00 46.88 43.75 40.63
2188 18.75 1563 12.50 9.38 6.25 3.13

Korkokulut olivat siis vuosilta 7 — 10 yhteensa 3675,00 €, kun Elisa otti pankilta lai-

nalleen korkokaton.

| ILMAN KORKOKATTOA |

Tehdaan samanlainen taulukko, mutta korkokaton sijaan kaytetaan aineistossa an-

nettuja korkoprosentteja:

| 1 J | K | L M | N | o

kuukausi
6 7 8 9 10 11 12

1

2

3
o
s \vuosi korko
6 7 55 40000 39166.7 38333.3 37500
7 8 57 30000 29166.7 28333.3 27500
Ea 9 5 20000 19166.7 18333.3 17500

o 0 51 10000 9166.67 8333.34 7500.01

1

n 40000 Lainasumma

2| 833.3lyhennys

13

| 183.33 179.51 175.69 171.88
15 142.50 138.54 134.58 130.63
6 83.33 79.86 76.39 72.92
7 4250 3896 3542 31.88

3

= [Korkokulut yhteensa:

4443.75 =SUMMA(D13:016)

Lainaa jaljella:

36666.7 35833.4 35000 34166.7 33333.4 32500 31666.7 30833.4
26666.7 25833.4 25000 24166.7 23333.4 22500 21666.7 20833.4
16666.7 15833.4
6666.68 5833.35 5000.02 4166.69 3333.36 2500.03 1666.7 833.37

15000 14166.7 13333.4 12500 11666.7 10833.4

Korkokulut:

164.24 160.42 156.60 152.78 148.96 145.14 141.32
122,71 11875 11479 110.83 106.88 102.92 98.96
65.97 6250 59.03 5556 52.08 48.61 45.14
2479 2125 1771 1417 10.63 7.08 3.54

Jos Elisa olisi ottanut pankilta korkokaton, han olisi saastanyt siis korkokuluissa

4 443,75€ — 3675,00€ = 768,75 €.
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Korkokaton hinta oli 5 000 €. Sijoittamalla tdman summan laina-ajaksi saastotilille
talletuksen nykyarvo olisi 5700 €. Kun Elisa otti korkokaton, han menetti siis

5700€ — 768,75€ = 4 931,25 €.

Vastaus: Elisan ei olisi kannattanut ottaa lainalleen korkokattoa. 1p
(12p)

Huom! Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei edellyteta vastauksessa.
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13. Polynomifunktioita (12 p.)

Tutkitaan suljetulla valilld —1 < x < 2 maariteltyja polynomifunktioita p(x).

13.1. Anna esimerkki tallaisesta funktiosta, jonka ainoa maksimikohta on avoimella
valilla —1 < x < 2.(6p.)

13.2. Anna esimerkki tallaisesta funktiosta, joka saavuttaa suurimman arvonsa valin
molemmissa paatepisteissa. (6 p.)

Ratkaisu.

13.1. Tehtavanannossa pyydetaan funktiota, jolla on tasan yksi maksimikohta ja ta-
ma sijaitsee avoimella valilla —1 < x < 2. Tiedetdan, etta alaspadin aukeavalla
paraabelilla on tdsmalleen yksi maksimikohta.

Etsitaan siis toisen asteen polynomi, jonka toisen asteen termi on negatiivi-
nen (paraabeli aukeaa alaspain) ja jonka maksimikohta sijoittuu avoimelle va-
lille —1 <z < 2.

Yksi esimerkki tallaisesta polynomista on p(z) = —z°.

Y
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Osoitetaan, etta a) talla polynomilla on todellakin vain yksi maksimikohta sul-
jetulla valilla —1 < z < 2 ja b) tama maksimikohta sijaitsee avoimella valilla
—l<z<2

Ratkaistaan derivaatan nollakohta:

p(x)=0
—2x =0
x=0
Polynomilla p(z) = —x? on siis tdsmélleen yksi derivaatan nollakohta ja timé

sijaitsee annetulla valillda —1 < z < 2. Koska polynomin p kuvaaja on alaspain
aukeava paraabeli, tama nollakohta on polynomin maksimikohta.

Polynomilla p(x) = —x? on siis tdsmalleen yksi maksimikohta ja taméa maksi-
mikohta on annetulla avoimella valilla. 3p(6p)
Vastaus: Erds esimerkki kysytysté funktiosta on p(z) = —z2

13.2. Nyt etsitdan polynomifunktiota, joka on maaritelty valilla —1 < x < 2 ja joka
saa suurimman arvonsa valin molemmissa paatepisteissa.

Etsitdan sellainen yléspain aukeava paraabeli, jonka minimikohta on valin paa-

tepisteiden —1 ja 2 puolivalissa. Puolivali on xy = @ = % Yksi tdman
kohdan suhteen symmetrinen polynomi on p(z) = (z — %)2
Yy
2 £
1 £

|
T

-1

Suljetulla valilla jatkuva funktio saa suurimman ja pienimman arvonsa valin
paatepisteissa tai derivaatan nollakohdassa. Taman polynomin derivaatta on
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1

p'(x) = 2(x — 1) ja derivaatan nollakohta on z = 1.

Derivaatan nollakohdan voi laskea laskimella tai seuraavasti:

Dp(x)=0

sa:
) (-9 =0 =0 minm
P = (1) = (D) = maksim
p(2) :(2_%)2 :(%)Z :% maksimi

Polynomi p(z) = (a: — %) saa siis suurimman arvonsa valin —1 < x < 2

molemmissa paatepisteissa. 3p
(12p)

Vastaus: Erds esimerkki kysytysta funktiosta on p(x) = (x — —)2.

Pisteytyksesta: Seka kohdassa 13.1 etta 13.2 sai 3p sopivan funktion keksimisesta ja
3p perusteluista.

Huom! Varilliset tekstit ja kuvat ovat lisaselityksig, joita ei vaadita ratkaisussa.
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