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1. Sievennys (12 p.)

Poista sulut ja sievenna lausekkeet.

Al perustele taman tehtavan vastauksia. Tassa tehtavassa ei voi kayttaa kuvakaap-
pauksia eikd kaavaeditoria, joten toinen potenssi 22 kirjoitetaan vastauslaatikkoon
muodossa x”*2. Kunkin vastauksen maksimipituus on 30 merkkia.

1.1. Poista sulut ja sievenna lauseke 5y — (3y — 1). (2 p.)
1.2. Poista sulut ja sievenna lauseke 6(295 — 8). (2p.)
1.3. Poista sulut ja sievenné lauseke (z + 4)(z — 4). (2 p.)
1.4. Poista sulut ja sievennd lauseke (4z — 2)%. (2 p.)

1.5. Poista sulut ja sievenna lauseke M. (2p.)
J 30 p

1.6. Poista sulut ja sievennd lauseke 2z (3z — y) — (2y + 2x)(z — 3y). (2 p.)

Ratkaisu.

1.1, 2y + 1

12. 120 — 48

13. 22— 16

14, 1622 — 162 + 4
1.5. —3xy"2 (0t 109)

1.6. 422 + 2y + 632

Sy — By —1) =5y — 3y +1
=2y+1
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2.
6(20 —8) =6-22 —6-8
= 122 — 48
3.
(x+4)(z—4)=z-x4+z-(—4)+4-z+4-(—4)
=% —4r +4x — 16
=22 - 16
4.
(4o —2)* = (4o — 2) - (42 — 2)
=dx-dx+4r-(-2)—2-4x —2-(=2)
= 1622 —8r — 8x + 4
= 162% — 162 + 4
5.
9(zy)* 92y’
-3z -3z
B 9 $2y2
-3 =
= 3. 29°
6.

2¢(3z — y) — (2y + 22)(x — 3y) = 62° — 2zy — (2zy — 6y° + 22° — 6ay)
= 627 — 2zy — 2xy + 6y* — 22% + 6xy
= 42” + 2xy + 617

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa.
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2. Murtoluvut (12 p.)

Laske alla olevat murtolukulaskut kohdissa 2.1.-2.4. ja ratkaise yhtalé kohdassa 2.5.
Al perustele taman tehtavan vastauksia. Tassa tehtavassa ei voi kayttaa kuvakaap-
pauksia eika kaavaeditoria, joten murtoluku g kirjoitetaan muodossa x/y. Kunkin
vastauksen maksimipituus on 10 merkkia.

Vain tarkka arvo kay vastaukseksi.

7 9
2.1. Laske murtolukulasku 1E — 15 (2p.)

2.2. Laske murtolukulasku % + % (2p)
2.3. Laske murtolukulasku i 3%. (2p.)
2.4. Laske murtolukulasku 2 : . (2 p.)

2.5. Ratkaise yhtélo 1z + 1 = to 4+ L. (4p)

Ratkaisu.

2.1, 13/15 (20 2)
22. 16/21 oo )]
2.3. 23/28 (2000 60)
2.4, 11/16 (220ns0)
2.5. —5 /g (@puhtzp)

17 9 15+7 9
15 15 15 15

22 9

15 15
22 — 9

15

13

15
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Huom! Varilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa.
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3. Mallien luokittelu (12 p.)

Alla on esitetty kuusi mallia. Merkitse kunkin lausekkeen osalta, kuvaako se suoraan
verrannollista tai kaantaen verrannollista riippuvuutta. Valitse lisaksi, onko kyseessa
polynominen tai eksponentiaalinen malli. Oikea vastaus 1 p., vaara vastaus 0 p., ei
vastausta 0 p.

Vastauksia ei tarvitse perustella.

Lauseke Riippuvuus Mallin tyyppi
3

Y

235—0,6

At — 2

24+ 3r—1

Tt + 3t

4o + 2
202 + o

Ratkaisu.

Lauseke Riippuvuus Mallin tyyppi

3 an e
- kaantden verrannollinen | ei kumpikaan

Y

22-0,6 ei kumpikaan eksponentiaalinen

4t — 2 _ . .
5 ei kumpikaan polynominen

22 + 32 — 1 | ei kumpikaan polynominen

Tt + 3t suoraan verrannollinen | polynominen

4dr + 2
202 + o

kaantaen verrannollinen | ei kumpikaan
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Pisteytys: jokainen kohta 1p.

Perustelut:

Suoraan verrannollista riippuvuutta kuvaavat lausekkeet ovat muotoa ax ja kaan-
taen verrannollista riippuvuutta kuvaavat lausekkeet ovat muotoa . Polynomista

mallia kuvaavat lausekkeet ovat muotoa
n n—1 n—2 2
ApX" + Ay 1T + Qp_oT + ...+ ax” + a1+ ag

ja eksponentiaalista mallia kuvaavat lausekkeet ovat muotoa ab”, joissa muuttujana
on x ja muut tuntemattomat ovat vakioita.

1. Lauseke — kuvaa selvasti kaantaen verrannollista riippuvuutta. Se on rationaali-

Y
lauseke, joka ei sievene polynomilausekkeeksi, joten se ei kuvaa eksponentiaalis-
ta eika polynomista mallia.

2. Lauseke .
2%—0,6 2 1 . 2x

© 90,6 906

kuvaa eksponentiaalista mallia. Koska muuttuja on eksponentissa, se ei kuvaa
suoraan eika kaantaen verrannollista riippuvuutta.

3. Lauseke
-2 4 2
3 3 3
on ensimmaisen asteen polynomi ja kuvaa siis polynomista mallia. Vakiotermin-

sa takia se ei kuitenkaan kuvaa suoraan verrannollisuutta.

4. Lauseke 22 + 3z — 1 on toisen asteen polynomi ja kuvaa siis polynomista mallia.
Se ei kuvaa suoraan verrannollisuutta, joka on aina ensimmaisen asteen polyno-
mi eika kaantaen verrannollisuutta, joka ei ole polynomi lainkaan.

5. Lauseke
Tt + 3t = 10t

on ensimmaisen asteen polynomi ja kuvaa siten polynomista riippuvuutta. Koska
sen vakiotermi on 0O, se kuvaa my®ds lineaarista riippuvuutta.
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6. Lauseke
4x+2_2(2x+1) 2

202+ z(2r+1) «z
kuvaa kaantaen verrannollista riippuvuutta. Se on rationaalilauseke, joka ei sie-

vene polynomilausekkeeksi, joten se ei kuvaa eksponentiaalista eika polynomista
mallia.

Huom! Varilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa.
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4. Nations League (12 p.)

Nations League -jalkapalloturnaus jarjestettiin ensimmaisen kerran vuonna 2018.
Turnauksessa pelataan seuraavien saantéjen mukaan:

+ Joukkueet on jaettu neljaan liigaan: A, B, C ja D.

* Molemmissa liigoissa A ja B on 12 joukkuetta, jotka on jaettu neljaan kolmen
joukkueen lohkoon.

* Molemmissa liigoissa C ja D on 15 joukkuetta, jotka on jaettu yhteen kolmen
joukkueen ja kolmeen neljan joukkueen lohkoon.

+ Jokaisessa lohkossa kukin joukkue pelaa lohkon kaikkia muita joukkueita vas-
taan kaksi kertaa: yhden kotipelin ja yhden vieraspelin.

+ Liigan A nelja lohkovoittajaa pelaavat lopputurnauksen, jossa on kaksi valiera-
ottelua, yksi pronssiottelu seka loppuottelu.

Kuinka monta ottelua pelataan yhdessa Nations League -turnauksessa?

Ratkaisu.

OSA 1, RATKAISUVAIHTOEHTO 1:

Koska jokaisessa lohkossa jokainen joukkue pelaa jokaista toista joukkuetta vastaan
yhden kotipelin, otteluiden maara lohkossa, jossa on n joukkuetta, on

(n o 1)”7
silla jokainen joukkue pelaa n — 1 kotipelia ja joukkueita on n kappaletta.

Kolmen joukkueen lohkossa pelataan siis

2-3=6
ottelua. Nelja joukkueen lohkossa pelataan
3-4=12

ottelua. 3PNt 6P)

Ratkaisussa ei tarvitse keksia yleista kaavaa mille tahansa joukkueiden lukumaaralle,
vaan riittda selvittaa vain tehtavassa kysytyt kolmen ja neljan joukkueen lohkojen
otteluiden lukumaarat.

Ratkaisu jatkuu alempana.
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\OSA 1, RATKAISUVAIHTOEHTO 2: \

Jos lohkossa on n joukkuetta, ensimmadinen joukkue pelaa 2(n — 1) ottelua, kos-
ka kyseinen joukkue pelaa kaikkia muita joukkueita, joita on n — 1 kappaletta, vas-
taan kaksi ottelua. Sitten toinen joukkue pelaa loppuja joukkueita vastaan vastaa-
vasti 2(n — 2) ottelua ja niin edelleen. Yhteensa siis pelataan

2n—1)+2n—2)4+...+2-1
ottelua. Siis kolmen joukkueen lohkossa pelataan
2:242-1=6
ottelua ja neljan joukkueen lohkossa pelataan
2:342-242-1=12

ottelua.

Ratkaisussa ei tarvitse keksia yleista kaavaa mille tahansa joukkueiden lukumaaralle,
vaan riittaa selvittaa vain tehtavassa kysytyt kolmen ja neljan joukkueen lohkojen
ottelujen lukumaarat.

OSA 2, RATKAISUVAIHTOEHTO 1:

Liigan A jokaisessa neljassa lohkossa on 3 joukkuetta. Yhteensa liigassa A pelataan
4.6=24

ottelua. UPYNt7P)

Liigassa B pelataan samaten 24 ottelua.
Liigassa C on yhdessa lohkossa 3 pelaajaa ja kolmessa 4, joten yhteensa otteluita on
ligassa C
6+3-12 =42,
Liigassa D pelataan samaten 42 ottelua.

Yhteensa kaikissa liigoissa otteluita on siis

224 +2-42 = 132. (0r 1)

Lisaksi lopputurnauksessa on nelja ottelua, joten koko turnauksessa on yhteensa
1324+ 4 =136

ottelua. m

Vastaus: 136 ottelua
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\ OSA 2, RATKAISUVAIHTOEHTO 2:

Kolmen joukkueen lohkoja on 4 A- ja B-liigoissa ja 1 C- ja D-liigoissa.

Neljan joukkueen lohkoja ei ole lainkaan A- ja B-liigoissa ja niitd on C- ja D-liigoissa 3.
Tp (yht. 8p)

Yhteensa kolmen joukkueen lohkoja on siis 2 - 4 + 2 - 1 = 10 ja neljan joukkueen

lohkoja on yhteensa 2 -0+ 2 -3 = 6.

Alkukarsinnoissa pelataan siis yhteensa
10-6+6-12 =132

ottelua.

Lisaksi lopputurnauksessa on nelja ottelua, joten koko turnauksessa on

yhteensa
132 +4 =136

ottelua. PYNt12p)

Vastaus: 136 ottelua

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.
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5. Times Square (12 p.)

Aineisto:

5.A Teksti: Times Square

Arvioi tekstin 5.A tietojen perusteella, kuinka monta ihmista pitaisi olla nelidmetril-
13, jos juhlijoita todellakin olisi kaksi miljoonaa. Laske, kuinka monta nelidsenttimet-
rid maata kullakin kahdella miljoonalla ihmiselld olisi keskimaarin jalkojensa alla, jos
juhlijoita olisi kaksi miljoonaa. Arvioi myds, onko tdma enemman vai véhemman kuin
aikuisen ihmisen jalkapohjien pinta-ala.

Ratkaisu.

Lasketaan Times Squaren pinta-ala. Jos ihmisia on yhteensa 51 000 ja jokaisella ne-
liometrilld on 3 ihmista, niin pinta-ala on

1
53& = 17000

neliometria, PYMt 1P

Jos 17 000 nelidmetrilld olisi 2 miljoonaa ihmista, yhdella nelidmetrilla olisi keskimaa-

rin
2 000 000

— 117,64705. .. ~ 12
000 7,64705 0

ihmista,

Talléin keskimaarin yhdella ihmisella olisi tilaa

17000m* 170000 000 cm? g5 o2, (oomeen)

2000000 2000 000

Aikuisen ihmisen jalkapohjan pituus on yli 20 cm ja leveys kapeimmastakin kohdasta
noin 5 cm. T'aII('jinjaIkapohjan pinta-ala onyli 20-5 = 100 nelidsenttimetria,

joka on enemman kuin yhdella inmisella olisi tilaa Times Squarella. Koska
ihmisella on kaksi jalkapohjaa, yhdelle ihmiselle on aivan varmasti tilaa vdhemman

kuin jalkapohjien pinta-alan verran.

Vastaus:
Ihmisia olisi neliometrilla 120. Ihmisilla olisi keskimaarin tilaa jalkojensa alla 85 ne-
lidsenttimetrid, joka on vahemman kuin aikuisen ihmisen jalkapohjien pinta-ala.

Oppimateriaalit - [aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 13


https://www.mafyvalmennus.fi
https://mafyvalmennus.fi/wp-content/uploads/YO-Kokeet/2020K_Mab/attachments/index.html#5.A

-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

6. Lapsiperhetilastoja (12 p.)

Aineisto:

6.A Taulukko: Lapsiperheet

Taulukossa 6.A on esitetty lapsiperheiden lasten lukumaara Suomessa vuoden 2017
lopussa.

1. Laske lapsiperheiden lasten lukumaaran moodi, mediaani ja keskiarvo. (6 p.)

2. Mika on suomalaisen lapsiperheen lapsen sisarusten lukumaaran keskiarvo? (6 p.)

Ratkaisu.

1. Lukumaaran moodi eli tyyppiarvo on lapsiperheiden lasten lukumaarista yleisin,
toisin sanoen se lasten lukumaara, jonka frekvenssi on suurin. Taulukosta nah-
daan, etta yksilapsisten perheiden frekvenssi on suurin. Lasten lukumaaran moo-

di on siis 1.
Mediaanin voi maarittaa kahdella tavalla.

Lapsiperheita on yhteensa 566 242 kappaletta. Lasten lukumaaran mediaani saa-
daan, kun perheet jarjestetdan lapsiluvun mukaan kasvavaan jarjestykseen ja
valitaan perheista kaksi keskimmaista ja lasketaan niiden lapsilukujen keskiarvo

(perheita on parillinen maara). Tarkasteltavien perheiden jarjestysluvut
066242
= 283121 ja + 1 = 283122.

ovat

Taulukosta nahdaan, etta ensimmaisen kaksilapsisen perheen jarjestysluku on
241709 + 1 = 241710 ja viimeisen kaksilapsisen perheen jarjestysluku on
241709 + 220116 = 461825. Perheet 283121 ja 283122 kuuluvat talle valille, jo-
ten ne ovat molemmat kaksilapsisia. Lasten lukumaaran mediaani on siis 2.
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Lasketaan perheiden lukumaarien summafrekvenssit ja suhteelliset summafre-
kvenssit. Mediaani on se muuttujan arvo (eli lapsien lukumaara), jonka kohdalla

suhteellinen summafrekvenssi ylittaa 50 %.

A B C D

! Alle 18—vuotiaiden lasten | | ‘Suhtee]]jnen
| lukumaara Perheiden lukuméard Summafrekvenssi summafrekvenssi
1 2] 1 241709 =SUMMA($B%2:B2) =C2/5B%19
| 3] 2 220116 =SUMMA($B$2:B3) =C3/$B%19
| 4| 3 75326 =SUMMA($B$2:B4) =C4/$B%$19
15 ] 4 18409 =SUMMA($B%2:B5) =C5/5B%19
| 6| 5 5493 =SUMMA($B$2:B6) =C6/$B$19
L7 6 2289 =SUMMA($B$2:B7) =C7/$B%$19
| 8] 7 1235 =SUMMA($B$2:B8) =C8/5B%19
B 8 751 =SUMMA($B$2:B9) =C9/$B$19
Lo 9 476 =SUMMA($B%2:B10) =C10/$B%$19
| 10 262 =SUMMA($B$2:B11) =C11/$B$19
|12 11 117 =SUMMA($B$2:B12) =C12/$B$19
|1 12 41 =SUMMA($B%2:B13) =C13/$B%19
| 1| 13 12 =SUMMA($B$2:B14) =C14/$B$19
|15 ] 14 3 =SUMMA($B5%2:B15) =C15/$B%19
| 16 | 15 =SUMMA($B$2:B16) =C16/$B%$19
| 17| 16 3 =SUMMA($B$2:B17) =C17/$B$19
18
19 |Summa =SUMMA(B2:B17)

A | B | C | D

| Alle 18—vuotiaiden lasten Suhteellinen
|| lukumaéara Perheiden lukumédrd Summafrekvenssi summafrekvenssi
| 2| 1 241709 241709 0,426865191914411
KR 2 220116 461825 0,815596511738797
| 4| 3 75326 537151 0,948624439727184
15| 4 18409 555560 0,981135274317341
| 6] 5 5493 561053 0,990836073622232
17 6 2289 563342 0,994878514839945
KR 7 1235 564577 0,997059561106382
| 9| 8 751 565328 0,9983858491599
|10 9 476 565804 0,999226479137895
| M| 10 262 566066 0,999689178831666
112 11 117 566183 0,999895804267433
|13 ] 12 41 566224 0,99996821147142
A 13 12 566236 0,999989403823807
115 ] 14 3 566239 0,999994701911903
| 15 | 15 566239 0,999994701911903

17 16 3 566242 1
s |
[ 19 |Summa 566242

Lasten lukuma&aran mediaani on siis 2. (2PNt 4p)
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Luokitellun aineiston keskiarvo saadaan laskemalla jokaisen luokan arvon eli las-
ten lukumaaran ja frekvenssin eli perheiden lukumaaran tulo, laskemalla nama

yhteen ja jakamalla frekvenssien summalla. [PY"t5P)
A | B | < |

| Alle 18—vuotiaiden lasten Lasten lukum&aran ja
| lukuméaira Perheiden lukuméara perheiden lukuméaran tulo
2 1 241709 241709
3 2 220116 440232
4 3 75326 225978
5 4 18409 73636
6 5 5493 27465
7] 6 2289 13734
3 7 1235 8645
9 8 751 6008
o 9 476 4284
nj 10 262 2620
12| 11 117 1287
1B 12 41 492
1 13 12 156
15 14 3 42
16 | 15 0

7 16 3 48
|
19 |Summa 566242 1046336
"o |
21 [Keskiarvo 1,84786010221778 =C19/B19

Lasten lukumaaran keskiarvo on noin 1,85 lasta.

Vastaus: Lasten lukumaaran moodi on 1, mediaani on 2 ja keskiarvo on 1,85.

2. Yksilapsisen perheen lapsella on nolla sisarta. Kaksilapsisen perheen molemmilla
lapsilla on yksi sisar. Kolmelapsisen perheen jokaisella kolmella lapsella on kaksi
sisarta ja niin edelleen. Jos perheessa on n lasta, jokaisella heista on n — 1 sisar-
ta. Lasketaan talla periaatteella taulukkoon uusi sarake, jossa on kunkin
perhekoon lapsen sisarten lukumaara.

Lasten lukumaaran ja perheiden lukumaarien tulo kertoo, kuinka monta téallai-
seen perheeseen kuuluvaa lasta Suomessa oli vuonna 2017. Tama luku on lasket-

tu taulukon sarakkeessa C.
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A | B | = | D |

! Alle 18—vuotiaiden lasten Lasten lukuméérin ja Sisarusten mdéra jokaisella
ol lukumaara Perheiden lukumaara perheiden lukumédrin tulo lapsella
2| 1 241709 241709 0
3| 2 220116 440232 1
4 3 75326 225978 2
s | 4 18409 73636 3
6 | 5 5493 27465 4
7 6 2289 13734 5
s | 7 1235 8645 6

0 8 751 6008 7
10 | 9 476 4284 8
| 10 262 2620 9
1| 11 117 1287 10
1 12 41 492 11
| 13 12 156 12
15 | 14 3 42 13
16 | 15 0 14
1| 16 3 48 15
e |
19 |Summa 566242 1046336
"o |
"2 Keskiarvo 1,84786010221778

Jokaisella tallaisella lapsella oli sarakkeessa D nakyva maara sisaruksia. Sarak-
keessa C on siis frekvenssi eli lukumaara ja sarakkeessa D on muuttujan (sisa-
rusten lukumaaran) arvo. Naista voidaan laskea keskiarvo samoin kuin kohdassa
6.1. eli laskemalla arvon ja frekvenssin tulojen summa ja jakamalla frekvenssien

summalla eli kaikkien lasten lukumaaralla. (POt 11p)

A | B [ [ | D [ E

| Alle 18—vuotiaiden lasten Lasten lukumadran ja Sisarusten maard jokaisella Lasten lukumidran ja
L lukumaara Perheiden lukuméaéra perheiden lukuméérén tulo lapsella sisarusten méérén tulo
L2 1 241709 241709 0 0
L3 2 220116 440232 1 440232
|4 | 3 75326 225978 2 451956
L5 4 18409 73636 3 220908
L6 | 5 5493 27465 4 109860
L7 6 2289 13734 5 68670
L e | 7 1235 8645 6 51870
L] 8 751 6008 7 42056
| 10| 9 476 4284 8 34272
|| 10 262 2620 9 23580
2| 11 117 1287 10 12870
|1 12 41 492 11 5412
L™ 13 12 156 12 1872
L1 14 3 42 13 546
|16 | 15 0 14 0

17 16 3 48 15 720
[18]
| 1o |Summa 566242 1046336 1464824

2
iKeskiaIvn 1,84786010221778

2
| 3 |Sisarusten lukuméaran keskiarvo 1,39995565478011 =E19/C19

Vastaus: Sisarusten lukumaaran keskiarvo on 1,40.
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7. Suklaarasia (12 p.)

Aineisto:

7.A  Kuva: Suklaarasia

Suklaakonvehtirasia 7.A on muodoltaan sarmio, jonka pohja on saannéllinen kah-
deksankulmio. Kahdeksankulmion sivun pituus on 4,2 cm ja rasian korkeus 6,6 cm.
Laske rasian tilavuus.

Ratkaisu.

Sarmion tilavuus on pohjan pinta-ala kertaa korkeus. Lasketaan pohjan pinta-ala.

TAPA 1: CAS-OHJELMALLA

Piirretadn CAS-ohjelman tyckaluja kayttamalla saannéllinen kahdeksankulmio.
Mitataan yhden sivun pituus ja tarvittaessa saadetaan kahdeksankulmion kokoa,

kunnes sivun pituus on 4,2 cm . Mitataan kahdeksankulmion pinta-ala oh-
jelman tyokalulla.

4.2 cin

Pohjan pinta-ala on 85,2 cm?

Pisteytyksesta: Rasian pohjan pinta-alan voi laskea haluamallaan CAS-ohjelmalla, kun-
han osoittaa kuvin ja selityksin miten on paatynyt ratkaisuun.
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Jos laskee tehtavan siten, etta piirtaa koko rasiasta 3D-kuvan ja laskee rasian tilavuu-
den CAS-ohjelman tyokaluilla, voi pisteita saada esimerkiksi seuraavasti:

« Saannollisen kahdeksankulmion kuva
* Pohjan ala maaritetty ohjelmalla

« Sarmion tilavuus madritetty ohjelmalla

Tehtdvan matemaattisesti hankalin vaihe on sarmién pohjan pinta-alan maarittami-
nen. Jos sen on tehnyt oikein, saa yhdeksan pistetta. Pinta-alasta tilavuuteen etene-
minen tuo viimeiset kolme pistetta.

| TAPA 2: GEOMETRIALLA

Kahdeksankulmio saadaan, kun nelién kulmista leikataan tasakylkisen kolmion muo-
toiset palat pois. Merkitaan tallaisen kolmion kyljen pituutta z:ll1a. Nelién

kulmat ovat suoria kulmia, joten tdma kolmio on my6s suorakulmainen. Lasketaan
kyljen x pituus Pythagoraan lauseella:

4,22 =24+ 22
= 272
s (4,2 cm)2
2

z= 1296984... cm

Kolmion pinta-ala on siis

As

_-x’-x

2
= ; -2,96984 ... cm - 2,96984 . .. cm

41 cm?

Kahdeksankulmion ymparille piirretyn nelién sivun pituus on 2,96984 . .. cm + 4,2 cm +
2,96984 ... cm = 10,1396 ... cm. Nelidn pinta-ala on siis

1
=4,

Ay = (10,1396 .. cm)?

= 102,813... cm?>
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Kahdeksankulmion pinta-ala saadaan, kun nelién pinta-alasta vdahennetaan nelja ker-
taa kolmion pinta-ala.

Ag = Ay —4- A
= 102,813 ... cm? — 4 - 4,41 cm?
= 85,1734 ... cm?

~ 8520’

| TAPA 3: GEOMETRIALLA |

=

2.1 cm

Jaetaan kahdeksankulmio kahdeksaan kolmioon siten, etta jokaisen kolmion kanta-
na on kahdeksankulmion sivu ja huippuna kahdeksankulmion keskipiste. (P9 1P)

Kolmion huippukulmaksi tulee 2%* = 45°. Kun kolmio jaetaan edelleen
kahtia huippukulman puolittajalla, saadaan suorakulmainen kolmio, jonka pienin

kulma on % = 22,5°. Kolmion korkeus h saadaan yhtalosta

tan(22,5°) = —2’1hcm

~2lcm
 tan(22,5°)

— 5,06984... cm
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Kolmion pinta-ala on siis

1
Ay = -42cm-5,06984... cm = 10,6466 .. cm’
Kahdeksankulmiossa on kahdeksan tallaista kolmiota, joten sen pinta-ala on

Ag =8 A3 =8-10,6466... cm® = 85,1734 ... cm? (2209

Rasian tilavuus on pohjan pinta-ala kertaa korkeus.

V = Ag-h=851734... cm?-6,6cm = 562,144 ... em® ~ 560 cm®

Vastaus: Rasian tilavuus on 560 cm?®.

Oppimateriaalit - [aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 21


https://www.mafyvalmennus.fi

-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

8. Funktion vaheneminen (12 p.)

Selvita derivaatan avulla, missé vélin —1 < x < 3 kohdassa funktio f(z) = 22% —

x 4 5 vahenee nopeimmin.

Ratkaisu.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1:]

Polynomifunktio vahenee nopeimmin, kun derivaatta on pienimmillaan.
Funktion f derivaatta on

f(x) = 4o — 1. 3RYNE5P)
Halutaan siis selvittaa, missa vélin —1 < x < 3 kohdassa f’(x) on pienimmillaan.

Funktion f’ kuvaaja on suora, jonka kulmakerroin on 4. Koska kulmaker-
roin on positiivinen, suora on nouseva. (/P9 7P)
valilla —1 < x < 3 funktio f’ saa siis pienimman arvonsa kohdassa r = —1.

Télldin kohdassa x = —1 funktio f vahenee nopeimmin.

Vastaus: r = —1.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2: |

Polynomifunktio vahenee nopeimmin, kun derivaatta on pienimmilléén.
Funktion f derivaatta on

f(x) =4z —1. 3p (yht. 5p)

Halutaan siis selvittaa, missa vélin —1 < x < 3 kohdassa f’(x) on pienimmillaan.

Vélilla —1 < x < 3 funktion f'(x) = 4x — 1 pienin arvo saavutetaan derivaatan
nollakohdissa tai valin paatepisteissa. Funktion f’ derivaatta on

f”(l“) — 47
jolla ei ole nollakohtia. Lasketaan funktion f” arvot vélin paatepisteissa:

f1(=1) =4+ (~1) - 1 = —5 (20cs)
f/(3):4.3_1:11
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Funktion f’ pienin arvo vélilla —1 < x < 3 saadaan siis kohdassaz = —1,
jolloin kohdassa x = —1 funktio f vahenee nopeimmin.

Vastaus: r = —1.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 3:|

Funktio vahenee nopeimmin, kun sen derivaatta
on pienimmillaan.

f(x) =2 x2—x+5 > Valmis

Derivoidaan funktio £

=(i(9) - 451

Ratkaistaan kohta, jossa derivaatta saa
pienimman arvonsa valilla [—1,3] .

fMin(4- x—1,x,-1,3) » x=-1

Vastaus: Funktio vihenee nopeimmin kohdassa x=—1.

Pisteytysehdotus:
*+ Funktio vahenee nopeimmin, kun derivaatta on pienimmillaan: 2p (yht 2p).
* Funktion f derivaatta: 3p (yht. 5p).

+ Kohdan, jossa funktio f’ saa pienimman arvonsa valilla [—1, 3], maéarittami-
nen laskinohjelmalla: 5p (yht 10p).

+ Paatelma, etta talldin funktio vahenee nopeimmin kohdassa z = 1: 2p (yht
12p).
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9.1. Jaksollisuus (Vanha opetussuunnitelma, ennen 1.8.2016 lukion aloittaneet)
(12p.)

Kummalla funktiolla on lyhyempi jakso: f(t) = sin(3t) vai g(t) = cos?(2t)? Perus-
tele vaitteesi.

Ratkaisu.

Funktion sin(¢) jakso on 2.
Funktion f(t) = sin(3t) jakso on & = 2.

Funktion cos(t) jakso on 27, Funktion cos(2t) jakso on 2 = g, (22079

Kun lauseke cos(2t) korotetaan toiseen potenssiin, niin funktion jakso lyhenee puo-

leen, koska kuvaajan x-akselin alapuolinen osa peilautuu x-akselin ylapuolelle. 'p yht. 8p)

Tallgin jakson pituudeksi tulee 5 = %ﬂ'.
Koska %W > %W, niin funktion g jakso on lyhyempi.

Vastaus: Funktion g jakso on lyhyempi.

Funktion sin(¢) jakso on 2.
Funktion f(t) = sin(3t) jakso on & = 2.

Funktion cos(t) jakso on 2. Funktion cos?(t) jakso on 7 , silla

cos(t) = — cos(t + ) ja x* = (—x)?* kaikille x. Koska funktion cos?(t) jakso on T,

funktion g(t) = cos?(2t) jakso on 3.
Koska 27 > £, niin funktion g jakso on lyhyempi.

Vastaus: Funktion g jakso on lyhyempi.
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9.2. Nopan heitto (Uusi opetussuunnitelma, 1.8.2016 tai sen jalkeen lukion aloit-
taneet) (12 p.)

Noppaa heitetdaan 10 kertaa. Mikad on todennakoisyys, ettd saadaan tasmalleen 2
kuutosta?

Ratkaisu.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1:]

Kyseessa on toistokoe, jossa yksittaisella heitolla todennakoisyys saada kuu-

tonen on % Todennakdisyys saada tasan kaksi kuutosta saadaan binomi-
todennakoisyytena laskinohjelman pistetodennakdisyysfunktiolla, jossa

* toistojen lukumaara onn = 10.

1

* yksittaisella heitolla kuutosen todenndkoisyys on p = z.

 selvitetaan, etta saadaan tasan X = 2 kuutosta.

1
binodef(lO, —,2) > 0.29071
6

Laskinohjelmalla saadaan todennakdisyydeksi 0,2907 . .. ~ 29,1 %.

Vastaus: Todennakoisyys on 29,1 %.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2: |

Kyseessa on toistokoe, jossa yksittaisella heitolla todennakdisyys saada kuu-

tonenon % ja toistojen lukumaara on 10. Todennakoisyys saada tasan kaksi
kuutosta saadaan binomitodennakdisyytena

10\ (1)? 1)
P(X =2)= (2) (6) . <1 — 6) 6p (yht. 10p)

1953125

6718464
=0,2907 ...

~29,1%

Vastaus: Todennakoisyys on 29,1 %.
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| RATKAISUVAIHTOEHTO 3:

Kyseessa on toistokoe, jossa yksittaisella heitolla todennakdisyys saada kuu-

tonen on é. 2p yht. 4p)

Todennakdisyys, etta yksittdisella heitolla tulee muu kuin kuutonen on g.

Todennakdisyys, etta kahdella ensimmaisella heitolla tulee kuutoset ja loput heitot

eivat ole kuutosia on
1\ 2 5\ 8
- N _1p(yht-7p)
(5) ()

Kuutosten paikat voidaan valita (%)) eri tavalla. (P05

Todennakdisyys saada tasmalleen 2 kuutosta on siis

10\ /1\? /5 8 1953125
L T AP 700 (99907, .. A~ 29.1
(2) (6) <6> 6718464 1

Vastaus: Todennakaisyys on 29,1 %, (2P 0Nt 12p)
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10. Neuleyritys (12 p.)

Aineisto:

10.A  Taulukko: Yrityksen kulut
10.B  Teksti: Miten arvonlisdveron maara lasketaan?

Naapurukset Pauli ja Johanna paattavat perustaa lasten neuleita valmistavan yrityk-
sen.

1. Yritys myy neuleita 70 euron kappalehinnalla. Kuinka monta tilausta tarvitaan
kuukaudessa, jotta tulot kattavat taulukossa 10.A luetellut kulut? (4 p.)

2. Pauli ja Johanna miettivat, etta yrityksen olisi hyva tehda voittoa, ja tuumaavat,
ettd tahan voisi paastd, jos kuukausittain valmistetaan ja myydaan 100 neuletta.
Riittavatkd kuukauden tarpeisiin varatut langat tahan, kun merinovillalanka mak-
saa 39 euroa kilolta ja yhteen neulepaitaan tarvitaan 250 grammaa lankaa? (4 p.)

3. Aloittelevina yrittdjina Paulilta ja Johannalta on jaanyt laskuissaan arvonlisavero
seka lomat huomioimatta. Kerro, miten naiden seikkojen ottaminen huomioon
vaikuttaa siihen, kuinka paljon myyntituloja yritys tarvitsee ollakseen kannattava.
Tietoa arvonlisdveron laskemisesta I0ytyy tekstista 10.B. (4 p.)

Ratkaisu.

1. Yrityksen kuukausittaiset kulut saadaan laskettua kopioimalla aineisto taulukko-
laskentaohjelmaan:

A | B |
1] Kululaji Kulut €/kk
2 |Palkat 3900
3 |Eldkemaksut 735
4 |Tyottomyy skassamaksut 40
5 |Vuokra 370
6 |5dhkd ja vesi 60
7 |WiFi 20
_ 8 |Vakuutukset 50
9 |Neulekoneet 20
10 |Langat 400
1 |Muut tarvikkeet 30
12 |
12 |Summa 5625
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Yrityksen kuukausittaiset kulut ovat siis 5625 €.

Merkitaan yritykselta tilattujen neuleiden maaraa x:11a. Neuleiden myynnista saa-
tava tulo on kappalehinnan 70 € ja myytyjen neuleiden maaran x tulo. Myyntitu-
lot kattavat kulut, kun tulot ovat vahintdan yhtd suuret kuin kulut. Ratkaistaan,
milla z:n arvolla tulot ovat yhta suuret kuin kulut:

- 70 = 5625 | - 70
5625
€r =
70
z=80,35714. ..

Koska neuleita tilataan kappaleittain, on Paulin ja Johannan myytava vahintaan
81 neuletta kuukaudessa, jotta tulot kattavat kulut.

Vastaus: Kuukaudessa tarvitaan vahintaan 81 tilausta.

2. Yhteen neulepaitaan tarvitaan 250 g lankaa, eli 0,250 kg lankaa. Sataan neulee-

seen tarvitaan siis
0,250kg - 100 = 25 kg

lankaa. Taman lankamaaran hinnaksi tulee
25 kg - 39 €/kg = 975 € (220n:20)

Kuukauden tarpeisiin oli varattu aineiston mukaan 400 € lankoja varten. Tama
rahasumma ei siis riitd 100 neuleen ompelemiseen tarvittavien lankojen ostoon.

Vastaus: Kuukauden tarpeisiin varatut langat eivat riita.

3. Pisteytyksesta: Osatehtavassa 10.3. on monta tapaa saada taydet pisteet. Alla on
esitetty vain yksi mahdollinen ratkaisu. Lopuksi on kommentoitu muita mahdolli-
sia huomioita, joista voi saada pisteita.
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Kattaakseen yrityksen kulut, on yrityksen saatava kuukaudessa myyntituloja 5625 €.
Koska myyntituloista maksetaan arvonlisavero, on kuukausittaisen verollisen myyn-
titulon oltava suurempi. Jotta veroton myyntitulo olisi 5625 € suuruinen, on ve-
rollisen myyntitulon oltava

24
5625€ + 5625€ - < = 6975 € (pontop)

Kuukausittaisen myyntitulon on oltava 6795<€, kun arvonlisdvero otetaan huo-
mioon.

Jos Pauli ja Johanna haluavat pitda vuodessa yhden kuukauden lomaa, on taman

kuukauden kulut katettava muiden 11 kuukauden myyntituloilla. Tois-
saolokuukauden kulut ovat silloin

2
5625 € + 561f€ — 6136,3636 . . . € (pont11p)

Toissaolokuukauden verottoman myyntitulon on siis oltava 6136,36 €, jotta sil-
18 katetaan myds lomakuukauden kulut. Tallgin tdissaolokuukauden verollisen
myyntitulon on oltava

24
6136,3636 ... €+6136,3636 ... €~ = 7609,0909... ~ 7609,09€,

kun seka arvonlisavero etta loma otetaan huomioon.

Pisteytyksesta: YTL:n hyvan vastauksen piirteissa (luettu 18.3.2020) on lueteltu
seuraavat seikat, joista kustakin saa yhden pisteen:

+ Suomessa yleensa vietetdan noin 1 kk kesalomaa, joten yrityksen tulot tay-
tyy saada noin 11 kk tyolla.

+ Jos Pauli ja Johanna ovat lomalla eri aikaan, voi myynti olla auki lapi vuoden,
jolloin taytyy vain varmistaa, etta heilla on riittavasti neuleita valmiina ennen
lomaa.

+ Siten loma ei valttamatta vaikuta yrityksen budjettiin.

+ ALV:a pitdd maksaa myyntituloista 24%, eli 70 eurosta ainoastaan 70/1,24 ~
56 euroa tulee yritykselle.

+ Jos tuotteen hintaa voi korottaa 70 - 1,24 ~ 87 euroon, voi yritys toimia
alkuperaisella myyntimaaralla.
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+ Vaihtoehtoisesti myyntitavoitetta voi kasvattaa, jolloin pitda muistaa myos
kasvanut lankakulutus.

+ ALV:sta vain osa jaa yrityksen lopulliseksi kuluksi, silla se voi vahentaa vero-
tuksessa ostamiensa tuotteiden ja palvelujen ALV:t.

+ Palkka- ja vuokrakuluissa ei kuitenkaan ole ALV:a, ja joissain muissa kustan-
nuksissa saattaa olla alempi AVL-kanta, joten suuri osa ALV:sta tulee yrityk-
sen lopulliseksi kustannukseksi

Taydet nelja pistetta voi siis saada monella eri tavalla.

Muita huomioita, jotka voivat vaikuttaa pisteutykseen:

+ Loman pituudeksi laskettu 1 kuukausi on vain arvio, silla tehtavaannossa ei
tarkennettu loman maaraa. Mika tahansa realistinen loman pituus kelpaa
laskujen pohjaksi.

+ Lisaksivoidaan todeta, etta lomakuukauden aikana yrityksen kulut eivat sai-
ly aivan ennallaan. Jos Pauli ja Johanna haluavat loma-ajalta saman pal-
kan kuin téissdoloajalta, palkkamenot seka palkan sivukulut (elakemaksut
ja tyottdmyyskassamaksut) sailyvat ennallaan. Tassa ei ole huomioitu loma-
rahoja. Toimitilojen vuokra ja vakuutukset sailyvat ennallaan. Vesi- sahko-
ja wifi-sopimukset voi katkaista loman ajaksi, mutta tasta voi aiheutua lisa-
kuluja. Loman aikana sahko- ja vesilasku on kuitenkin pienempi. Lankaa ja
muita tarvikkeita ei kulu loman aikana. Jos neulekoneiden kulu 20 € koos-
tuu varaosista, tatakaan kulua ei synny loman aikana. Jos kyse on koneiden
osamaksusta, on se maksettava myos loman aikana.

Varovainen arvio lomakuukauden kuluista saadaan vahentamalla tyéssa-
olokuukauden kuluista lankojen ja muiden tarvikkeiden kulut seka puolet
sahko- ja vesimaksuista. Talloin lomakuukauden kuluiksi tulee 5165 €.
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A \ B | c |

1 Kululaji Kulut €/kk Lomakk
2 |Palkat 3900 3900
| 3 |Eldkemaksut 735 735
| 4 |Tyouomyyskassamaksut 40 40

5 [Vuokra 370 370
s |Sahks ja vesi 60 30
| 7 |WiFi 20 20
| 8 |Vakuutukset 50 50
| ¢ |Neulekoneet 20 20
10 |Langat 400

11 [Muut tarvikkeet 30
|12 |
13 |Summa 5625 5165

Talloin toissaolokuukauden aikana pitaa kerata verottomia myyntituloja

5165 €
2625 € +

=6094,5454 ... €

Talloin toissaolokuukauden verollisen myyntitulon on oltava

24
6094,5454 ... € 4 6094,5454 ... € - 100 = 7557,236 ... ~ 7H57,24 €,

kun seka arvonlisavero etta loma otetaan huomioon.

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa.
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11. Nelitahokas (12 p.)

Aineisto:
11.A GeoGebra-tiedosto: Nelitahokas

Nelitahokkaassa ABCD on AB = AC = BC = AD = BD = 1. Mikd on
nelitahokkaan suurin mahdollinen tilavuus?

Voit kayttaad GeoGebra-tiedostoa 11.A tehtdvan tilanteen hahmottamiseksi, mutta
tama ei ole valttamatonta ratkaisun kannalta. Muista myds, etta pelkat kokeilut eivat
riitd matemaattisen vaitteen perusteluksi.

Ratkaisu.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1 |

Nelitahokas on kartio, jonka pohjana on kolmio. Valitaan nyt pisteiden A, B ja C
muodostama kolmio ABC' nelitahokkaan pohjaksi. Koska tehtavanannon perus-
teella AB = AC' = BC' = 1, on tdma tasasivuinen kolmio. Tasasivuisen
kolmion pinta-ala on

4= BV3 V3 ()
4 47’

silla nyt sivun pituus a = 1.

My6s kolmion AB D sivujen pituudet ovat kaikki 1, joten myds se on tasasivuinen
kolmio. Sivun AC' pituutta ei ole kiinnitetty, joten se voi olla mita tahansa, kunhan
muut pituudet sailyvat annetun suuruisina. Kaytannossa nelitahokas koostuu kah-
desta tasasivuisesta kolmiosta, joiden valinen kulma voi vaihdella vapaasti.
Nelitahokas on kartio, joten sen tilavuus on

1
V = —Ah
3

Koska nelitahokkaan pohjan pinta-ala ei muutu, tilavuus on suurimmillaan, kun ne-

litahokkaan korkeus A on suurimmillaan.

Nelitahokkaan korkeus on suurimmillaan, kun kolmio AB D on kohtisuorassa pohja-
kolmiota ABC vastaan. Télléin nelitahokkaan korkeus i on sama kuin kol-
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mion ABD korkeus. Kolmion AB D korkeus saadaan Pythagoraan lauseel-
la, kun merkitaan janan AB keskipistetta F:lla:

AD? = AE? + ED?
ED? = AD? — AE?
ED =+AD? — AE?

|5
Ll w —

2p (yht. 10p)

Nelitahokkaan tilavuus on silloin

<
|

o
>

O

2] w0«

2p (yht. 12p)

ol — Do

Vastaus: Nelitahokkaan suurin mahdollinen tilavuus on % = 0,125.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2 |

Nelitahokas on kartio, jonka pohjana on kolmio. Valitaan nyt pisteiden A, B ja C
muodostama kolmio ABC' nelitahokkaan pohjaksi. Koska tehtavanannon perus-

teella AB = AC = BC = 1, on tama tasasivuinen kolmio. PY"“ ™) Tasasivui-
sen kolmion korkeus voidaan laskea Pythagoraan lauseen avulla. Merkitaan janan
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AB keskipistetta E:ll3, jolloin kolmion ABC' korkeus (eli janan EC' pituus) on

AC? = AE? + EC?
EC? = AC? — AFE?
EC =VAC? — AE?

_ Y3 (o)
2

Kolmion pinta-ala on puoli kertaa kanta kertaa korkeus, eli kolmion ABC' pinta-ala

on
a— L V3 _ V3 Eom)
2 4

2

My6s kolmion AB D sivujen pituudet ovat kaikki 1, joten myds se on tasasivuinen
kolmio. Sivun AC' pituutta ei ole kiinnitetty, joten se voi olla mita tahansa, kunhan
muut pituudet sailyvat annetun suuruisina. Kaytannossa nelitahokas koostuu kah-
desta tasasivuisesta kolmiosta, joiden valinen kulma voi vaihdella vapaasti.

Nelitahokas on kartio, joten sen tilavuus on
1

V =-Ah
3

Koska nelitahokkaan pohjan pinta-ala ei muutu, tilavuus on suurimmillaan, kun ne-

litahokkaan korkeus A on suurimmillaan.

Nelitahokkaan korkeus on suurimmillaan, kun kolmio AB D on pohjakolmiota ABC

vastaan kohtisuorassa. Téllt')in nelitahokkaan korkeus h on sama kuin kol-
mion ABD korkeus. Kolmion ABD korkeus on yhta suuri kuin kolmion ABC' kor-

keus eli ¥3
o
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Nelitahokkaan tilavuus on silloin

N

<
I
&D‘

—_ W=

2| eo @

2p (yht. 12p)

ol — N

Vastaus: Nelitahokkaan suurin mahdollinen tilavuus on % = 0,125.

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.
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12. Toisen asteen polynomi (12 p.)

Tutkitaan toisen asteen polynomia p(x). Polynomista tiedetaan vain, etta sen arvo
kohdassa * = —2 on negatiivinen ja ettd sen arvo kohdassa x = 1 on positiivi-
nen. Voiko ndiden tietojen perusteella selvittda termin 2% kertoimen etumerkin tai
yhtélon p(x) = 0 ratkaisujen lukumé&aran?

Ratkaisu.

OSA 1, RATKAISUVAIHTOEHTO 1: ‘

Toisen asteen polynomilla on nolla, yksi tai kaksi nollakohtaa.

Jos toisen asteen polynomilla ei ole yhtaan nollakohtaa, funktio p saa vain negatii-
visia (p(x) < 0) tai positiivisia (p(z) > 0) arvoja. N&in ei ole, koska alkutietojen

mukaan p(—2) < 0jap(1) > 0.

Jos toisen asteen polynomilla on yksi nollakohta, funktio p saa vain epanegatiivisia
arvoja p(z) > 0 tai epépositiivisia p(x) < 0 arvoja. Nain ei ole, koska alkutietojen
mukaan p(—2) < 0jap(1) > 0.

Toisen asteen polynomilla p on siis oltava kaksi nollakohtaa eli yhtalélla p(z) = 0 on

kaksi ratkaisua, (2PNt 6p)

’OSA 1, RATKAISUVAIHTOEHTO 2:

Toisen asteen polynomin kuvaaja on paraabeli. Paraabelit ovat joko alaspain aukea-
via tai yldspain aukeavia.

Koska p(—2) ja p(1) ovat erimerkkiset, funktion p kuvaajaparaabelin taytyy leikata
x-akseli ainakin kerran kohtien z = —2 ja x = 1 valissa.

Jos paraabeli aukeaa yl6spain, se leikkaa x-akselin myds kohdan x = —2 vasemmal-
la puolella. Jos paraabeli aukeaa alaspain, se leikkaa z-akselin my6s kohdan z = 1
oikealla puolella.

Kuvaajaparaabeli leikkaa siis xz-akselin vahintaan kahdesti.

Koska kyseessa on paraabeli, se leikkaa z-akselin korkeintaan kahdesti. Siis kuvaaja-
paraabeli leikkaa z-akselin tasmélleen kahdesti, joten yhtalolla p(z) = 0 on tadsmal-

leen 2 ratkaisua. 2P Yt 5P)
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’OSA 1, RATKAISUVAIHTOEHTO 3:

Toisen asteen polynomin kuvaaja on paraabeli. Paraabelit ovat joko alaspain aukea-
via tai yléspain aukeavia.

Jos paraabeli on alaspdin aukeava, paraabelia vastaavalla funktiolla on suurin arvo
ja funktio saa kaikki suurinta arvoaan pienemmat arvot kahdessa eri kohdassa. Jos
toisen asteen polynomin p kuvaaja on alaspain aukeava, sen suurin arvo on posi-
tiivinen, koska sen jokin arvo on positiivinen. Talldin se saa arvon nolla kahdessa

kohdassa.

Jos paraabeli on ylospain aukeava, paraabelia vastaavalla funktiolla on pienin arvo
ja funktio saa kaikki pienintd arvoaan suurimmat arvot kahdessa eri kohdassa. Jos
toisen asteen polynomin p kuvaaja on yléspain aukeava, sen pienin arvo on nega-
tiivinen, koska sen jokin arvo on negatiivinen. Talldin se saa arvon nolla kahdessa
kohdassa.

Yhtélolla p(z) = 0 on siis kaksi ratkaisua.

OSA 2, RATKAISUVAIHTOEHTO 1: ‘

Paraabelin toisen asteen termin kerrointa ei voida paatelld annettujen tietojen avul-
la, kuten alla nakyvista kuvista nahdaan. Kuvissa on toisen asteen polynomit, joissa
funktion arvo kohdassa x = —2 on negatiivinen ja funktion arvo kohdassa r = 1
on positiivinen. Ylemmassa kuvassa on polynomi 22 + 2x — 1, jonka toisen asteen
termin kerroin on positiivinen 1 ja alemmassa kuvassa on polynomi —z% + x + 1,
jonka toisen asteen termin kerroin on negatiivinen —1.

) 6.66 7 b4
'b‘””"”""‘ | fl(x)=a- X2 4b- xtc
Ty - - {(1,2)
) N
1 1(;r
(-2,-1)
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6.66 y

ﬂ(x)=a- x2+bxte

(-2,-5)

Pisteytysehdotus:
+ Kummankin tehtavaan sopivan polynomin keksimisesta 1p.

« Nayttamisestd, ettd polynomien arvot kohdassa xr = —2 ovat negatiivisia ja
kohdassa x = 1 ovat positiivisia 1p kummankin polynomin osalta.

+ Paatelmasta, etta toisen asteen termin kertoimen etumerkkia ei voi paatella:
2p.

OSA 2, RATKAISUVAIHTOEHTO 2:

Toisen asteen termin kertoimen etumerkkia ei voi paatella nailla tiedoilla.
Todistus:

Maaritelldan toisen asteen polynomit p; ja ps:

p(z)=—(x—0)(z—2)= 2y 2x
p= (x — 0)(x — (~3)) = 2 + 3o (O

Polynomit on keksitty hyddyntden tietoa, etta toisen asteen polynomi, jolla on nol-
lakohdat z; ja x5 voidaan esittdd muodossa a(z — x1)(x — x3). Toinen nollakohta
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on valittu olemaan kohtien —2 ja 1 valissa (x; = 0), jotta funktion arvot olisivat eri
merkkiset kohdissa z = —2jaxz = 1.

Kerroin a on valittu toisessa polynomissa negatiiviseksi, jolloin paraabeli aukeaa
alaspain, jolloin halutaan, etta toinen nollakohta on suurempi kuin 1 (valittu: x5 = 2),
jotta kohdassa x = —2 funktion arvo olisi negatiivinen ja kohdassa z = 1 funktion
arvo olisi positiivinen.

Vastaavasti kerroin a on valittu toisessa polynomissa positiiviseksi, jolloin paraabeli
aukeaa ylospain, jolloin halutaan, etta toinen nollakohta on pienempi kuin —2 (va-
littu: £ = —3), jotta kohdassa x = —2 funktion arvo olisi negatiivinen ja kohdassa
x = 1 funktion arvo olisi positiivinen.

Nyt

pi(=2) = —(=2)?+2-(-2) = —4—-4=-8<0
p(l)=—12+2-1=—1+2=1> o(orsn)

pa(=2) = (=2)"+3:(-2) =4-6=-2<0
)

p2(1) =12+3-1=1+3=4 >0, (26h109)

joten molemmat polynomit tayttavat tehtavanannon ehdot. Kuitenkin polynomin p;
toisen asteen termin kerroin on negatiivinen ja polynomin py toisen asteen termin
kerroin on positiivinen. Polynomista p ei siis voida paatella toisen asteen termin ker-

toimen etumerkkia.

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa.
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13. Meerin virheet (12 p.)

Meeri on ratkaissut seuraavan tehtavan: Mddritd funktion 223 — Tz + 5z suurin arvo,
kun —1 < x < 3. Hanen ratkaisunsa on seuraava:

Suurin arvo eli maksimi Idydetaan derivaatan avulla, ts. 622 — 14z +5 =

0. Ratkaisukaavalla saadaan x = %ﬁ elix = % = %tai T = %. Merk-
kikaavion avulla ndhdaan, ettd ensimmainen naistd on maksimikohta,
joten funktion suurinarvoon 6 - (£)* — 14 - £ +5 = —3.

Selita, mita virheita Meerin ratkaisussa on. Esita myds korjattu versio ratkaisusta.
Ratkaisu.

Meerin tekemat virheet:

1. Meeri samaistaa funktion suurimman arvon ja maksimin. Maksimi ei valttamatta

ole kuitenkaan suurin arvo vaan on mahdollista, etta maksimi on vain paikallinen
maksimi.

Pisteytyksesta: YTL:n hyvan vastauksen piirteissa ei ole huomioitu tata virhetta 1.
Nakemyksemme mukaan virheen 1. Idytamisesta voi antaa 2 pistetta. Kuitenkin
siten, etta virheiden |8ytamisesta saa korkeintaan 8 pistetta.

2. Meeri ei ota huomioon, etta tehtavassa kysytaan suurinta arvoa suljetulla valillg,
jolloin taytyy tutkia myos funktion arvot valin paatepisteissa.

7+ 16
3. Meeri on saanut ratkaisukaavalla vaaran vastauksen r = T

4. Viimeisella rivilla, kun Meeri laskee funktion suurinta arvoa, han sijoittaa maksi-

1
mikohdan z = 5 funktion derivaatan lausekkeeseen, vaikka se pitaisi sijoittaa

funktion lausekkeeseen 222 — Tx? + 5.

Korjattu versio ratkaisusta:

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1:]

Tutkitaan funktion kulkua derivaatan avulla.

Funktion f(z) = 223 — 72? + bx derivaatta on f/(x) = 62* — 14z + 5. Ratkaistaan
derivaatan nollakohdat toisen asteen yhtalén ratkaisukaavalla.
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62 — 142 +5=0
144++/142-4-6-5
12
14 + /76
12
14 4+ 2v/19

Tr =

12
_ 7E V10 (Ggim)
6
r=044018... tai 1z =18931...

Lasketaan derivaatan arvot derivaatan nollakohtien molemmin puolin ja piirretaan
kulkukaavio:
f(0)=6-0>-14-0+5=5>0
ff1)=6-1*-14-1+5=-3<0
fl2)=6-22—-14-245=1>0
7—V/19  7+V19
6 6
flle) +] = [+
fe AN

max min

1p (yht. 10p)

Funktion suurin arvo suljetulla valilla —1 < x < 3 saadaan siis joko kohdassa

xr = FT V19 tai x = 3. Lasketaan funktion arvot.

f(3)=2-3-7-345-3

=6

7—+/19 7-vio\’ 7-vio\ 7—+/19

) (5 () ()
= 1,10151. ..

Naista suurin on f(3) = 6. Funktion suurin arvo on siis f(3) = 6.

Oppimateriaalit - [aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 41


https://www.mafyvalmennus.fi

-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2:

Suljetulla valilld funktion suurin arvo saavutetaan valilla olevassa derivaatan nolla-
kohdassa tai valin paatepisteessa. (2PYNt109)

Funktion f(z) = 223 — 72? + 5x derivaatta on f/(x) = 62* — 14z + 5. Ratkaistaan
derivaatan nollakohdat toisen asteen yhtalén ratkaisukaavalla.

622 —14x +5=0

 14+£V142-4-6-5
N 12
14 + /76
12
14 4+ 2v/19

T

12
_TEVI
6
Lasketaan funktion arvot valin paatepisteissa ja derivaatan nollakohdissa:

P =2 (1P =T (<145 (1)

=14
f(3)=2-3-7-3245-3
=6
f<7+\/ﬁ> . <7+\/1_9> o (7+\/E) s <7+\/E>
6 6 6 6
= —2,0522...
r(5) = () - (5) ()
6 6 6 6
=1,10151. ..

Naisté suurin on f(3) = 6. Funktion suurin arvo on siis f(3) = 6.
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