YLIOPPILASTUTKINTO- 23.3.2011 MATEMATIIKAN KOE
LAUTAKUNTA PITKA OPPIMAARA

Kokeessa saa vastata enintdan kymmeneen tehtavaan. Tahdella (*) merkittyjen
tehtavien maksimipistemaara on 9, muiden tehtavien maksimipistemaara on 6.

a) Ratkaise yhtalo

2_ 3
x x=2
b) Ratkaise epayhtilé x* —2 < x.
c) Ratkaise yhtalo
Ex—6‘ =6.
2

a) Osakkeen arvo oli 35,50 euroa. Se nousi ensin 12 %, mutta laski seuraavana padivana
10 %. Kuinka monta prosenttia arvo nousi yhteensa naiden muutosten jalkeen?
b) Suora kulkee pisteiden (-2,1) ja (5,-3) kautta. Marita sen kulmakerroin.

5In2-In8

c) Sievenna e vélivaiheet esittden.

Olkoon f(x)=xe ™ ja g(x)=2¢".
a) Ratkaise yhtdlo f(x)=g(x).
b) Laske f’(1).

1
c) Laske integraali J.f(x) dx.
0

Maarita se toisen asteen polynomi, joka saa pisteissa x=0, x =1 ja x =2 samat arvot kuin

funktio f(x)=2"

Maaritd polynomin x(x +3)(5—x) suurin ja pienin arvo valills [-1,5].



6. Lasten Lotossa rastitaan alle kuvatusta ruudukosta kolme ruutua ja arvonnassa muodoste-
taan kolmen numeron oikea rivi. Laske todennakoisyydet saada nolla, yksi, kaksi tai kolme
oikein. Mika on naiden todennakoisyyksien summa?

(1]2]3]als]6|7][8][9]10]

7. Osa Helsingin Keskuskatua muutettiin kdvelykaduksi ja paallystettiin Penrosen laatoilla, jot-
ka keksi englantilainen matemaatikko Roger Penrose 1970-luvulla. Niiden avulla taso voi-
daan laatoittaa darettéman monella eri tavalla niin, ettei laatoitus ole jaksollinen. Laattoja
on kahta eri muotoa, leija ja nuoli. Molemmat ovat nelikulmioita, joiden kulmien suuruudet
ja osa sivujen pituuksista on merkitty kuvioon.

a) Laske muiden sivujen pituuksien likiarvot kolmen desimaalin tarkkuudella.
b) Laske laattojen pinta-alojen likiarvot kolmen desimaalin tarkkuudella.

leija

Lahde: http://blogisisko.blogspot.com/2009/11/penrosen-laatat-keskuskadulla.html (17.5.2010)



10.

11.

12.

13.

Olkoon @ =4i =57 +3k ja b =2i +j —2k. Esitd vektori @ summana vektoreista 7 ja v,

joista i on yhdensuuntainen vektorin 4 kanssa ja v kohtisuorassa vektoria b vastaan.

Lukujonon termit maaritellaan rekursiokaavalla

’ an = _Zanfl’

5
— n=2,3,....
4

a) Maarita jonon yleisen termin a, lauseke.

a1=

b) Laske > a,.
n=l1

Funktio £ :[0,27] —> IR on jatkuva. Laske kdyrien y= f(x), y= f(x)+sinx ja suorien
x =0, x =2 rajaaman alueen pinta-ala.

a) Maarita sellainen kerroin a, ettd

f(X) = x2

1+x>°

on jatkuva kaikkialla.
b) Onko funktio f(x) tall6in derivoituva kaikkialla?

c) Laske lim f(x).
X—>0

Tutki, onko luku 46" +89% jaollinen viidella.

Jaa polynomi 2x* — x* + x* — x —1 mahdollisimman matalaa astetta oleviin tekijdihin.



2
*14. Funktiota f(x)=cosx approksimoidaan polynomilla g(x) =1—x7.

a) Nayta, ettd f(x) > g(x) kaikilla muuttujan x arvoilla. (3 p.)

b) Ratkaise yhtdld f(x)=g(x). (2 p.)

c) Maarita funktioiden f(x) ja g(x)erotuksen suurin arvo, kun —z <x< 7. (2 p.)
d) Laske funktioiden f(x) ja g(x) kuvaajien valiin jadvan alueen pinta-ala, kun

—-T<x<rm (2p.)

*15. Olkoon f(x)=x". Paraabelin y = f(x) kaarevuutta origossa voidaan tutkia Isaac Newtonin

(1642-1727) esittamalla sivuavien ympyroéiden (circulum osculans) menetelmalla. Mene-
telmad perustuu siihen, ettd jokaisella parametrin ¢>0 arvolla paraabelin pisteiden

0(0,0), A(—t,tz) ja B(t,t2) kautta kulkee yksikadsitteinen ympyran keha.
a) Maarita taman ympyrdn sade R(¢z) parametrin ¢ avulla lausuttuna. (3 p.)

b) Laske rajaympyrdn sade R0=[1i%1 R(t). Tata kutsutaan paraabelin kaarevuussateeksi
-0+

origossa. (2 p.)
c) Johda lauseke funktiolle g(x), jonka kuvaaja on rajaympyran alapuoli. (2 p.)

d) Nayta, etta g"'(0) = f7'(0) =1/ R,. Tama on paraabelin kaarevuus origossa. (2 p.)

ANV

R(t)

A\ 4




@ MA-FY Valmennus Oy www.mafyvalmennus.fi
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Etunimi Sukunimi
Typewriter
Arviomme tehtävien pisteytyksestä

on merkitty sinisellä tekstillä
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1. a) Méérittelyehto: x # 0 jax — 2 # 0, eli x # 2.

2 3
S= a2
2(x —2) =3z 1p
20— 4 = 3x
r=—4
Vastaus: © = —4 1p(2p)
b)
?—2<uzx
22— —2<0
Nollakohdat:

2 —r—-2=0

_ 1+4/(—1)2—4-1-(-2)

x
2-1
143
YT
r=2 tal z=-1 1p(3Bp)
X
Vastaus: —1 < x <2 1p@4p)
c)
gx—6‘:
3
gx—6—6 tai §x—6:—6 1p(Bp)
3 3 3 3
—xr =12 D= —Tr = =
r =38 z=0

Vastaus: x =0taix =8 1 p (6p)
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Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (2 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (3 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (4 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (5 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (6 p)
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2. a) Osakkeen arvo muutosten jilkeen on
35,50€-1,12- 0,90 = 35,784 €. 1p

Siten arvo nousi yhteensé

35,784 — 35,50
35.50 = 0,008
= 0,80%
Vastaus: Arvo nousi yhteensi 0,80 %. 1p(2p)

b) Pisteiden (-2, 1) ja (5, -3) kautta kulkevan suoran kulmakerroin on

L — Yo — Y1

To — I
31
5 (=2)

4
k=—-
7

k 1p@p)

Vastaus: Kulmakerroin on —

c)

1p(4p)

5In2

5In2-In8 __ ©
€ TY
en

€1n2 5
_ ) 1p(5p)

e1n8
25
)
25

=4 1p(6p)
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Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (2 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (3 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (4 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (5 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (6 p)
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3.
flz) =ze™™
g(z) =27

xre

f(x) = g(x)

_ 2 _ 2
36’22633

2 .2
ze ¥ —2¢7" =0

www.mafyvalmennus.fi

e (x—2)=0
Tulon nollasddnnon mukaan
e =0 tai r—2=0 1p
ei ratkaisua, koska T =
e > 0 kaikilla = € R
Vastaus: x = 2 1p(2p)
b)
fla)=1-e% +(—2z)e ™ &
f(x) = (1 — 2x2) e e 1p(3p)
fy=(1-2-1%) "
F(1) =~
1
!
1) = _=
Fy =
1
Vastaus: f'(1) = — 1p(4p)
c)
1 1 ,
/ f(z)dx = / xe " dx
0 o
1
= —— / —2xe " dx
2 Jo
1) .
=—5/¢ 1p(®p)
0
-3 -)
2
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Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (2 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (3 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (4 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (5 p)
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Vastaus: fol f(x)dx

I
N =
—~

|
@ =
~—

[EY
©
—~
(o))
©
~
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Etunimi Sukunimi
Typewriter
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@ MA-FY Valmennus Oy www.mafyvalmennus.fi

4. Merkitaén toisen asteen polynomia p(z):114. Se on muotoa

p(z) =ax® + bz +c 1p
Tiedetaan siis, etta
p(0) = f(0
p(1) = f(1) , missi f(z) = 2°
p(2) = f(2

Saadaan

a-0’4+b-0+c=2°
a-1"+b-1+c=2
a-2°+b-24c=2°
c=1 (1)
a+b+c=2 1p(2p) (2)
da+2b+c=4 (3)
Sijoitetaan (1) yhtalopariin (2) ja (3), saadaan

{a+b+1:2
da+2b+1=4 1p@p)

a+b=1 |-(-2) (4)
{4@—}—21):3
—2a —2b= -2
{4a+2623
2a =

a =

1p(4p)

N | =

Sijoitetaan yhtéloon (4), saadaan

1
—+b=1
2+

b= 1p(5p)

Siisa:%,b:%jac:l,jotenp(x):%x2+%x—l—1.

Vastaus: Polynomi on %552 + %ZE + 1. 1p(6p)
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Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (2 p)

Etunimi Sukunimi
Line

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (3 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (4 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (5 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (6 p)
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5. Merkitdan
p(r) =z(x+3)(5-1x), z€[-1,5

Saadaan

p(z) = (52 — 2° + 15 — 3x)
= 2(—a* + 22 + 15)

= —2® 4+ 222 + 15z 1p
p(r) = —32° + 42+ 15 1p(2p)
Derivaatan nollakohdat:
p(z)=0

32 4+4r+15=0
—4 4+ \/42 —4-(=3)-15

o 2-(-3)
—4+14
xrx =
—6
x—_2i7
=3
x——§ tai x =3 2
- 3 - p(4p)

el ko. valilla

p(z) on polynomifunktiona jatkuva ja derivoituva, joten se saa suurimman
tai pienimmé&n arvonsa derivaatan nollakohdassa tai véalin paatepisteessa.

p(—1)=—-1-(=1+3)-[5—(—1)] = —12 (pienin arvo)
p(5) =0
p(3) = 36 (suurin arvo)

Vastaus: Suurin arvo vélilld -1, 5] on 36 ja pienin arvo -12.
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Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (2 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter
2 p (4 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (5 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (6 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter
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6. Merkitdan satunnaismuuttujalla X oikein saatujen numeroiden lukumaé-
rad. Kysytyt todennékoisyydet ovat

(5 3 7
P(X=0)= 324 =-— = — ~292% 1lp
(;30) 7 120 24
: 3.-21 21
P(X=1)= (1)(10)(2) = o0 — a0~ °25%  15p(25p)
3
-0 3.7 7
3
P(X:3):(3L):Lz()83% 1p(®p)
10 ’
(') 120

Todennékoisyyksien summa
P(X=0)+ P(X = 1)+ P(X=2) + P(X =3) = —+ 21 L L
- - - YT 24 740 a0 120

Vastaus: Todennékoisyydet kysytyssi jarjestyksessi ovat 29,2 %,
52,5 %, 17,5 % ja 0,83 %. Todennéakoisyyksien summa on 1. 1p(6p)
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Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1,5 p (2,5 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1,5 p (4 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (5 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (6 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
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7. a)

a+ o' =72° joten a ja o ovat terdvia kulmia. Siten kolmiot ABC ja ADC
ovat yhtenevid ssk-sddnnon mukaan (sivut CD ja BC, yhteinen sivu AC ja
kulmat B ja D). 1p

Yhtenevyydesté seuraa

72°
a=—= 36° ja
144°
= =172°
2 7

Suorakulmaisen kolmion ABE trigonometriasta saadaan
1

cosT2° = 2 Il - ¢ -
a cos 72
“= 2cos72°
a=1,61803...
a=1,618 1p((2p)

Piirretdén leija ja nuoli-kuviot yhteen.
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Typewriter
1 p

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (2 p)
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A

Nyt v+ 6 = 144° + 216° = 360°, joten laatat liittyvét toisiinsa ylla esitetylla
tavalla siten, ettéd kaksi sivua molemmista laatoista yhtyvéit. Yhteen liitetyt
laatat muodostavat kuvion, joka on suunnikas, koska vastakkaiset kulmat
ovat yhtd suuret. Suunnikas on neljakas, koska vierekkéiset sivut ovat samat.
Talloin a = b.

Vastaus: Muiden sivujen pituus on 1,618. 1p@3p)

b) Maéaritetdén kolmion ABC pinta-ala.

1
A= -ABsina, missd

A=1,

B=a=1,6180... ja

a=T72°

Leijan pinta-ala on
Ap=2-A,
11

:ZE -1-asina
=1-1,6180...-sin72°
= 1,53884
~ 1,539. 1p(4p)

Neljakkdaan ABED pinta-ala on

Ag = a*sina.
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Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (3 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (4 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
K

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter
K
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Nuolen pinta-ala on

Ay = Ag — Ay
= a’sina — asina
=asina(a —1)
=1,6180...-sin72°-(1,6180... —1)
=0,95105...
~ 0,951.

Vastaus: Leijan pinta-ala on 1,539 ja nuolen 0,951. 2p(6p)
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Etunimi Sukunimi
Typewriter
2 p (6 p)
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a
b=2i+7j—2k, u=th=2ti+tj— 2tk

Piirretaan vektorit.

)
,\';_'
> 1p
— =4 /7
w=€h N
Nyt
a=tb+v
v=a—th 1p2p) (1)
Koska vektorit b ja © ovat kohtisuorassa, on pistetulo
b-o=0 [Sij. (1) 1p(3p)
b-(a—tb) =0
b-a—th-b=0
244+ (=5)-14+3-(=2)—[2t-2+t-1+(=2t)-(-2)]=0
—-3-9t =
~9t=3 | (-9)
1
t=—=.
3 1p(4p)

Lasketaan vektorit.

2. 1- 2]%
3'73/73 1p (5p)
ja
v=a—1U
_ 1- 2
— 4i - B (e S g2
1 — 57+ 3k (3@ 3j+3)
14 14- 7-
=—i——J+ =k
3 3 3
14 14- 7- 2. 1-  2-
Vastaus: ¢ = —7 — —7j + =k ——i— =7+ =k |.
astaus: a 32 3j+3 —i—( 31 3j+3) 1p(6p)
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Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (2 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (4 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (3 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (5 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (6 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
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2

Etunimi Sukunimi
Textbox
14
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ap = Z
3

p = —=Qp_1, N =2,3,...

4
a) Rekursiokaavasta nahdéén, ettd lukujono on geometrinen jono, missa

Qp+1

- 47 1 p
joten geometrisen jonon yleinen termi

an = arq" "

1
5 3 n—1
an — . —
4 4

. . 5 ( 3\""
Vastaus: Yleinen termi a,, = - - ( —— .

4 4 2p(@3p)

r——dpmm
b) Koska |¢| = % < 1, on tarkasteltava geometrinen jono suppeneva,jolloin
sarja

@)
I
W
£

n=1
o 1
=15
5
4
= 1p(5p)
1-(-3)
5
_ 4
7
4
_5
7
Vastaus: ia = ?
: n= 1p(6p)

n=1
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Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p 

Etunimi Sukunimi
Typewriter
2 p (3 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (4 p)

Etunimi Sukunimi
PolyLine

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (5 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (6 p)
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10. Funktio f : [0,27] — R on jatkuva, jolloin valilla [0, 27| kiyrien y = f(z)
jay = f(x)+ sinx véliin jddvéan alueen pinta-ala on

2
A:/ lg(x)|dz, missi (1)
0

g(x) = f(z) +sinz — f(z)

=gsinx

Pinta-ala (1) on my6s kysytty pinta-ala. Yhtélostéa (1) saadaan

2w
A:/ | sin x|dx 2p
0
Koska
(sin| = sin.m, kin0<z <7 1p(3p)
—sinz, kun 7 <x <27,
saadaan pinta-ala muotoon
™ 2m
A:/ sinxdx—l—/ —sin xdx 1p@4p)
0 s
T 21
:/—cos:c—l—/cos:c 1p(5p)
0 ™

= —cosm — (—cos0) + cos2m — cos
= (1) = (1) + 1 (=)
=4

Vastaus: Pinta-ala on 4. 1p(6p)

TKK-paasykoekurssit — abikurssit — yksityisopetus 13


Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (5 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (6 p)

Etunimi Sukunimi
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1 p (4 p)

Etunimi Sukunimi
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1 p (3 p)

Etunimi Sukunimi
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2 p
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11. a)
az?, kun z < —1
r) = 2
/(@) $—, kun x > —1
1+ 22

Polynomifunktio az? on jatkuva, kun z < —1.

Rationaalifunktio on jatkuva, kun z > —1, silli sen nimittdja 1 + 22 > 0

kaikilla z:n reaaliarvoilla.

Funktio f on jatkuva kohdassa x = —1, jos
I _ .
Nim_ f(z) = lm f(z), ja

Jim f(z) = (1)

Lasketaan toispuoleiset raja-arvot.

lim f(r) = lim az”

z——1— z——1
—a (-1
= a. 1p
2
: , x
A )= I
12
BEESE
1
2
Sijoitetaan (3) ja (4) yhtéloon (1), saadaan
1
a=-
2
Nyt
li Lol oy
Jim fz) =5 =5-(=1)"= f(=1),
joten ehdot (1) ja (2) tayttyvat.
Vastaus: f on kaikkialla jatkuva, kun a = % 1p(2p)
b)
L
§x , kun z < —1
f(z) = 22
m, kun z > —1

TKK-paasykoekurssit — abikurssit — yksityisopetus
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Kun z < —1, niin funktio f on polynomifunktio %xQ, joten se on derivoituva.
Kun z > —1, niin f on derivoituva rationaalifunktio. Ehto sille, ettd f on

derivoituva myo6s kohdassa x = —1 on
fL(=10) = fi(=1).

Lasketaan toispuoleiset derivaatat.

= -1 1p@3p)

)=t L@ I

—_—

Tasta eteenpain raja-arvo
voidaan maarittda myos
derivoimalla funktio

1/2 x2 derivointikaavojen

avulla, koska vasemman puo-
leista raja-arvoa laskettaessa
erotusosamaaran lauseke

on sama kuin f(x):ll&. Menet-
tely on kuitenkin perusteltava.

a—-1t x—(=1) __—= Kuten edelld, myds tama

x? (—1)?

= lim

1+22 1+4(-1)

z——1 rz+1
2)$2 14+z2) ]

2
— lim 1tZ 2
r——1 x—|—1
202 — 1 — g2 1

. 2 -1
= lim
e—-12(14+22) (z+1)

( — 1)(z—1)

TKK-paasykoekurssit — abikurssit — yksityisopetus
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raja-arvo voidaan laskea
derivointikaavojen avulla.
Menettely on perusteltava.
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Tästä eteenpäin raja-arvo

voidaan määrittää myös

derivoimalla funktio

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1/2 x

Etunimi Sukunimi
Typewriter
2

Etunimi Sukunimi
Typewriter
derivointikaavojen

Etunimi Sukunimi
Typewriter
avulla, koska vasemman puo-

leista raja-arvoa laskettaessa

erotusosamäärän lauseke

on sama kuin f(x):llä. Menet-

tely on kuitenkin perusteltava.
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Typewriter
 

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Line

Etunimi Sukunimi
Line

Etunimi Sukunimi
Typewriter
Kuten edellä, myös tämä

raja-arvo voidaan laskea

derivointikaavojen avulla.

Menettely on perusteltava.
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Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter
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-1
C2(1+(-1)?)
1
T2

Talloin f' (—1) # f/.(—1), joten funktio f(x) ei ole kaikkialla derivoituva. 1 p (4 p)
c)

) . 2 (@
e )= e
. 1
= Jm 5 1p(5p)
B 1
C0+1
=L 1p (6p)
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12. Tutkitaan lukujen 46 ja 89 jakojaannoksié, kun ne jaetaan luvulla 5.
1° 46=5-1+1.
Huomataan, ettd 1 =5-0+ 1, joten
46 = 1(mod 5) ja 46" = 1"(mod 5). 1p
2° 89=5-17T+4.
Huomataan, ettd —1 =5+ (—1) + 4, joten

89 = —1(mod 5) ja 8957 = (=1)(mod 5). 1p(2p)

Nyt
46™ + 8957 = 17 + (—1)%(mod 5) 1p(@p)
=1 — 1(mod 5) 1p(4np)
= O(mod 5).

Huomataan, ettd luku 0 on jaollinen viidelld. Talloin luku 46 4+ 8957 on

jaollinen viidella. 2p(6p)

TKK-paasykoekurssit — abikurssit — yksityisopetus

17


Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (2 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (3 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (4 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter
2 p (6 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter


lp

@ MA-FY Valmennus Oy www.mafyvalmennus.fi

13.
plz)=22" -2 +2° -2 -1

Koska vakiotermi on -1, niin hyvéd arvaus polynomin yhdeksi nollakohdaksi
on z = 1 tai x = —1. Tutkitaan asia.

p()=2-1*"-1P+1>-1-1=0

Polynomilla p(x) on nollakohta x = 1, joten tekijalauseen mukaan silld on
tekija x — 1.,Selvitetéiéin toinen tekijé jakamalla p(x) jakokulmassa.

233+ % a4

\A"flgxﬁ- Y3+ 5o -
AR

—xxj-x'*

aY*
- 3 - QX

- %- |
0
Polynomi saadaan muotoon
p(z) = (x —1)(22° + 2% + 20 + 1) 1p(2p)
Tutkitaan polynomia
R(z) =22° +2* + 22+ 1
= (22° +22) + (22 + 1)
=2z(x* +1)+1-(2*+1)
=@2r+1)@*+1). 2p@4
p(4p) 1p (5 p)

p(x) = (z — 1)R(z)
= (z —1)(2z + 1)(z* + 1).

Vastaus: p(r) = (z — 1)(2x + 1)(z* + 1) 1p(6p)
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x14. a)
f(z) =cosx ja
22
g(z) =1- 5
Viite on
f(z) =2 g(x)
f(x) —g(z) >0
22
37~ 1+cosz >0
h(x) >0,

jossa h(z) = f(x) — g(z) = %2 — 1+ cosz.

Etsitdan funktion h derivaatan nollakohdat.
h'(x) =0
x —sinz =0 (1)

Yhtélon (1) eréis ratkaisu on = 0, koska A/(0) = 0 —sin0 = 0—0 = 0.
Funktion A’ derivaattafunktio on

h'(z) =1—cosz
Toisaalta kaikilla x péatee

1> cosx
1—cosxz >0
h"(x) >0

h' on siis aidosti kasvava, joten silld on korkeintaan yksi nollakohta, joten
ainoa nollakohta on x = 0. Siitd ettd A’ on aidosti kasvava seuraa edelleen,
ettd h/(z) < 0, kun = < 0 ja h'(z) > 0, kun z > 0. Funktion h kulkukaavio
on

0
tt Sah 1p(2p)

plemin
oV v
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Pienin arvo on )

h(O):%—l—i—cosO:—l—l—l:O.

Néin ollen h(x) > 0 kaikilla z, misté seuraa viite. 1p@3p)
b)
f(x) =g(x) (2)
f(z) —g(x) =0,

joka tulee a-kohdan merkintoja kdyttden muotoon

h(z) =0 1p(4p)
a-kohdan perusteella h(z) pienin arvo on h(x) = 0 kohdassa x = 0. Néiin
ollen h(z) > 0 muilla z:n arvoilla, joten yhtélon (2) ainoa ratkaisu on z = 0.
Vastaus: z =0 1p(5p)

¢) On siis etsittdva funktion h(x) = f(z) — g(z) suurin arvo valilla [—m, 7.
Jatkuva ja derivoituva funktio A saa suurimman arvonsa véalin paatepisteissé

tai derivaatan nollakohdassa. 1p(6p)
)2
h(—m) = ( ;r) — 1+ cos(—m)
2
=T 11
22
™
5 .93
02
h(O):E—l—FCOSO:—l—Fl:O
2
h(m) = % —lcosm
2
=T 1
2
2
- % — 2= h(—n)

2
Vastaus: Erotuksen f(x) — g(x) suurin arvo valilla [—7, 7] on % -2 1p(7p)

d) Pinta-ala on

A= / (@) - g(o)| da

—Tr
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a-kohdan kulkukaavion mukaan f(z) — g(z) = h(x) > 0 kaikilla z, joten
A= [ e
—/7r (%—1+cosx>
—/ 690 — T +sinw 1p(8p)

1 3 3 :
=g —m +sinT — {6(—@ — (=) + sin(—m)

L 5 L 5
= -7 —7T—|—0+67T —7+40

6
1
= §7T3 — 27
Vastaus: Kysytty ala on s — 2. 1p(9p)
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*x15. a)

Pl Y)

Rt

0 (0,0)

PO ja PB ovat kyseisen ympyrén séteitd, joten
|PB| = |PO|
V=024 (2 =y =y 0?

2+t — 2yt 4+ y? = ¢

utt =t 12 | (267)

1
y= §(t2+1)

Toisaalta R(t) =y, joten R(t) = 3(t* + 1).

b)
1 1 1
= lim |[=(+1)| == 1) ==
Ro = lim [2( i )1 0+ =3
Vastaus: Rozé 2p(5p)
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A |
g - L
P(ol RO)
R,
Ro C (X.‘})
> X
Jana PC on rajaympyran side, joten
[PC| = Ro
V(@ —=02+(y—-R)*=Ro [0°  1p(EP)

2* +y* — 2Ry + Ry = R}
1
y? — 2Ry + 22 =0 || Sij. Ro:5
v —y+a°=0
1 /(-1)2—4-1-22

Y 2
1) V1 — 4a?
y:

2
Vastaus: Funktio g(z) = y(z) = 1(1 — /1 — 42?). 1p(7p)
d) 2. kertaluvun derivaattafunktiot ovat
f"(z) = D[D % = D(27) =2
J(z) = % : <0—Dm>
11 —8z

V1 —4z?
") D(2z) - 1 — 42?2 — 22 - D /1 — 422
g"(x) =
(VI—422)"
-8
2. V1—da? — 2

V1 — 422
= i L 1p(8p)
— a4
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1622
2.1 —422 + ——
_ V1 — 4x2

1 — 422

2. derivaatan arvot kohdassa x = 0 ovat

£0) =2
0 yimT - 0
/(0) = VIi—4-0°
1—4-02
20
1
=2

Toisaalta 1/Ry = ﬁ =2, joten f”(0) = ¢"(0) = 1/ Ry, miki tuli osoittaa. 1 p (9 p)
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