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Valmistaudu pitkan- tai lyhyen matematiikan
kirjoituksiin ilmaiseksi Mafynetti-ohjelmalla!

B Harjoittelu tehdaan aktiivisesti tehtavia ratkomalla. Tehtavat kattavat kaikki
yo-kokeessa tarvittavat asiat.

B Lasket kynalla ja paperilla, mutta Mafynetti opettaa ja neuvoo videoiden ja
ratkaisujen avulla.

B Mafynetti huolehtii kertauksesta, joten et unohda oppimiasi asioita.

B Mafynetti on nyt kokonaan ilmainen!




YLIOPPILASTUTKINTO- 23.3.2012 MATEMATIIKAN KOE
LAUTAKUNTA PITKA OPPIMAARA

Kokeessa saa vastata enintdan kymmeneen tehtavaan. Tahdella () merkittyjen tehtavien
maksimipistemaara on 9, muiden tehtavien maksimipistemaara on 6.

1. Ratkaise yhtalot

2
. a) Laske lausekkeen %—(gj arvo.

b) Laske lausekkeen /6-(3!) —6 arvo.
c) Sievenna lauseke ln§+ln2.

d) Sievenni lauseke sin® x +cos®(x + 27).
1

e) Laske integraali I(x +1)dx.
0

f) Laske funktion f(x)= 4¢** derivaatta kohdassa x = 0.

Nayta, etta pisteet 4=(2,1), B=(4,0) ja C=(5,7) ovat suorakulmaisen kolmion karjissa.

Maarita kaikki vektorit a = x7+y]_'+zl?, joiden pituus on /22 ja joiden kohtisuora projektio

xy-tasolle on vektori 2i +37.
A . In x .
Maarita funktion f(x)=—— suurinarvo, kun x > 0.
X

Ringettejoukkueen kolmen hyokkadjan todenndkoisyydet tehda maali rangaistuslaukauksella
ovat 65 %, 75 % ja 54 %. Kukin kolmesta hyokkaajasta saa yhden yrityksen.

a) Milla todennakadisyydella ainakin yksi hydkkaaja tekee maalin?

b) Laske rangaistuslaukausmaalien lukumaaréan odotusarvo.



2

7. Olkoon t>0. Paraabeli y=ax2+bx+c kulkee pisteen (0, 1} kautta ja sivuaa x-akselia pis-
teessa (¢,0). t
a) Maarita kertoimet a, b ja ¢ parametrin ¢ avulla lausuttuna.
b) Nayta, etta paraabelin ja koordinaattiakselien rajoittaman alueen pinta-ala ei riipu paramet-
rin ¢ arvosta.

8. Eraassa huippuyliopistossa on 5000 opiskelijaa, joista yksi sairastuu hiihtolomalta palattuaan
influenssaan. Virus alkaa levitda kampuksella, ja siihen sairastuneiden opiskelijoiden lukumaaraa
kuvaa funktio

5000

f)=——rr,
/@ 1+ 499908

jossa aika ¢ > 0 lasketaan vuorokausina ensimmaisesta sairastumisesta alkaen.

a) Luennot peruutetaan, josyli 50 % opiskelijoista on sairaana. Kuinka monen vuorokauden
kuluttua ensimmaisesta sairastumisesta nain tapahtuu?

b) Naytd, ettd f(z) on kasvava funktio, kun z > 0.

c) Laske lim £(¢).
t—w

9. Suoran ympyrdkartion korkeus on 5,0 c¢m, ja sen pohjan sade on 2,0 cm. Kartio katkaistaan
niin, ettd ylareunan sade on 1,0 cm. Taman jalkeen katkaistun kartion vaippa maalataan sini-

seksi ja sitd pyoritetdaan kyljellaan paperilla. Maarita nain saadun sinisen rengasalueen pinta-
ala yhden neliosenttimetrin tarkkuudella.

10. Ratkaise yhtalot

a)3mn§+3=0

b) 2sin’ x+3cosx—3=0



11. Tasasivuisen kolmion K, sivun pituus on a. Sen sisddn asetetaan ympyra Y, joka sivuaa kol-
mion kylkid. Tdman ympyrdn Y, sisddn asetetaan tasasivuinen kolmio K,, jonka karjet ovat
ympyralld Y. Jatkamalla ndin saadaan oheisen kuvan mukainen paattymétén jono ympyroita

Y, Y,,... Laske ympyrdiden pinta-alojen summa.

12. Tuotteen hinta- ja muut tiedot voidaan tallentaa viivakoodiin (UPC = Universal Product Code).

Numeerisessa muodossa viivakoodi on lukujono (d,,d,,...,d,,), jossa kukin d, € {0,1,2,...,9}.

Viimeinen luku d,, on tarkistusmerkki, joka maardytyy ehdosta
3(d,+dy+ds+d, +dy+d)+d,+d, +d;+dg+d,,+d, =0 (mod 10).
a) Tuotteen viivakoodi on (1,4,2,6,8,2,5,9,0,3,2,d,,). Mika on tarkistusmerkki d,, ?

b) Nayta, etta viivakoodi (1,2,3,4,5,6,7,8,9,1,2,3) on virheellinen.

c) Maarita b-kohdan oikea koodi, kun tiedetaan, etta virhe on kolmannessa merkissa.

91lIg 7654132109118

Esimerkki viivakoodista
<http://en.wikipedia.org/wiki/Barcode>. Luettu 29.3.2011.

13. Funktioiden f(x)=1-x ja g(x)=3cosx kuvaajilla on kolme leikkauspistetta. Laske niiden
koordinaateille kaksidesimaaliset likiarvot valitsemallasi numeerisella menetelmalla.



*14. Hyperbolinen kosini cosh x ja hyperbolinen sini sinh x maéritelldan kaavoilla

coshx = %(ex +e_") ja sinhx= %(ex —e_x),

kun x e R.
a) Nayts, ettd (coshx)? — (sinhx)? =1 kaikilla x e R. (2 p.)

b) Nayta, ettd di(sinh x)=coshx. (2 p.)
X

c) Nayta, etta funktiolla sinh x on kdanteisfunktio, ja maarita sen lauseke logaritmin avulla lau-
suttuna. (3 p.)
d) Mika on c-kohdan kaanteisfunktion maarittelyjoukko? (2 p.)

*15. a) Kaksi ympyraa sivuaa toisiaan ja x-akselia kuvan 1 mukaisesti. Maarita ympyroiden keskipis-
teiden vaakasuora etdisyys d niiden sateiden avulla lausuttuna. (3 p.)

Kuva 1

b) Kolme ympyraa sivuaa toisiaan ja x-akselia kuvan 2 mukaisesti. Maarita keskimmaisen ym-
pyrdn sdde 7, kahden reunimmaisen ympyran sateiden avulla lausuttuna. (3 p.)

Kuva 2

—

c) Todista René Descartesin (1596-1650) keksima b-kohdan ympyrdihin liittyva kaava

(ky +hey + 1K) =20k + ky” +k3°),

jossa k; :l, i=12,3. (3p.)

i
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Arviomme tehtavien pisteytyksesta
on merkitty sinisella tekstilla.

Pitkda matematiikka, keviat 2012
Mallivastaukset, 23.3.2012

Mallivastausten laatimisesta ovat vastanneet filosofian maisteri Teemu
Kekkonen ja diplomi-insindori Antti Suominen. Teemu Kekkonen on opet-
tanut lukiossa viiden vuoden ajan pitkdé ja lyhyttd matematiikkaa seka fy-
sitkkaa. Antti on toiminut neljé vuotta tuntiopettajana Teknillisessa korkea-
koulussa ja sen jalkeen lukiossa. Antti ja Teemu ovat perustaneet MAFY-
valmennuksen ja opettavat sen kaikilla kursseilla ympari vuoden. Namé mal-
livastaukset ovat Antti Suominen Oy:n omaisuutta.

MAFY-valmennus on Helsingissé toimiva, matematiikan ja fysiikan val-
mennuskursseihin erikoistunut yritys. Palveluitamme ovat

o TKK-paasykoekurssit

« arkkitehtiosastojen paasykoekurssit
o yo-kokeisiin valmentavat kurssit

» yksityisopetus

Julkaisemme internet-sivuillamme kaiken palautteen, jonka asiakkaat anta-
vat kursseistamme. Nain varmistamme, ettéd palveluistamme kiinnostuneilla
ihmisilld on mahdollisuus saada tarkka ja rehellinen kuva siitd, mita meilta
voi odottaa.

Tama asiakirja on tarkoitettu yksityishenkiloille opiskelukayttoon. Ko-
pion téstd asiakirjasta voi ladata MAFY-valmennuksen internet-sivuilta
www.mafyvalmennus.fi. Kaytto kaikissa kaupallisissa tarkoituksissa on kiel-
letty. Lukion matematiikan opettajana voit kayttaa tata tehtaviapakettia op-
pimateriaalina lukiokursseilla.

MAFY-valmennuksen yhteystiedot:

internet: www.mafyvalmennus.fi
s-posti:  info@mafyvalmennus.fi
puhelin:  (09) 3540 1373

TKK-paasykoekurssit — yo-valmennuskurssit — arkkitehtuuri


Etunimi Sukunimi
Typewriter
Arviomme tehtävien pisteytyksestä

on merkitty sinisellä tekstillä.
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o .1 1p

r=3 tai = —2 1p(2p)

9
2
Be Wlz-3 K71 1p(3p)

3r—9(x—3)—14=0
3r —9x 4+ 27 =14

—6x =14 — 27
—6x =—13 | :(—6)
w f— E
6
1
T =2 1p(@4p)

2
g_f =0 | -, méadrittelyehto: x # 0

x
22
Z—2-0 1p(5p)

2

L9 -2

2

r? =4

T =4+V4

= £2
T 1p(6p)
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Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (2 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (3 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (4 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (5 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (6 p)
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4 3 4
_D
= 4
1516
44
1
" e
b)
6-(3)—6=+/36-6
=6—6
=0 Tp(2p)
c)
x
ln§+ln2:lnm—ln2+ln2
=z Tp@p)
d)
sin? x 4 cos?(x + 27) = sin® x + cos® x
=1 1p(p)
c)
1
/1(m+1)dx—/(1x2+m)
0 /2
0
_lip ol
=3 " +1 5 0 -0
3
“2 Tp(p)
f)
f(z) = 4e*
f/(l'):8€2x
f(0)=8*"=8-1=8 1p(6p)

TKK-péaasykoekurssit — yo-valmennuskurssit — arkkitehtuuri 2
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3. A=(2,1), B=(4,0), C = (5,7)
Lasketaan janojen AB, BC' ja AC' pituuksien neliot.

AB| = /(x5 — 24)2 + (y5 — ya)?
|AB| = \/(4—2)2 + (0—1)2

[AB| =5 ()
|AB]? =5

|BC| = /(5 —4)2 + (7 —0)2

[BC| =50 | ()*

|BC|? = 50

[AC| = /(5 —2)2 + (7 - 1)?

[AC = v/45 || ()?

|AC|? = 45 2p

Jos kolmio ABC' on suorakulmainen, sen sivut toteuttavat pythagoraan lauseen.
Pisin sivu on BC| joten se on ehdokas hypotenuusaksi.

Pythagoraan lause: Tp@3p)
|BC|> = |ABJ? + |ACP?
50 =45+5
50 = 50, tosi 2p(5p)

Koska sivut AB, AC ja BC toteuttavat Pythagoraan lauseen, pisteet A, B
ja C ovat suorakulmaisen kolmion kérjissa. O

Tp(6p)

TKK-péaasykoekurssit — yo-valmennuskurssit — arkkitehtuuri 3
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a=xi+yj+ 2k

V2 1)

Vektorin a kohtisuora projektio xy-tasolle on

al

Ay = Ti + YJ. 1p
Toisaalta tehtdvdnannon mukaan
Ay = 21 + 37.
Nain ollen
r=2 ja y=3. 2p(3p)
Yhtélosta (1) saadaan
|a| = /22

22+ 2422 =4/22 ||sij.r=2jay=3

243+ 2 =y22 () 1p (4p)
134 2% =22
2=9
2 =43 1p(5p)
Vastaus: a = 2i + 37 + 3k 1p(6p)

TKK-péaasykoekurssit — yo-valmennuskurssit — arkkitehtuuri 4
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1
flz) = % madritelty, kun x > 0
1
, srx—Inz-1
flz) = 2
l—Inxz
fllw) = —3 1p

Maaritetddn derivaatan nollakohdat:

flx)=0
1—Inz
x? =0
l1—-Inxz=0
lnz=1
r=e 2p(3p)

Tutkitaan derivaatan merkki nollakohdan molemmin puolin

1—=In1
f1) = —5==1>0
1—In3
F(3) = —— ~ —0,010956... <0 1p(4p)
Kulkukaavio
0 e
f'(x) + | = 1
p(5p)
f@ /TN
_ Ine 1
Vastaus: Suurin arvo on f(e) = — = 1p (6p)

TKK-péaasykoekurssit — yo-valmennuskurssit — arkkitehtuuri 5
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. Merkitaan hyokkédajia kirjaimilla a, b ja c. Pelaajien maalintekotodennékoi-
syydet ovat

P(a) = 0,65,
P(b) = 0,75 ja
P(c) = 0,54.

a) Tapahtuma A on "ainakin yksi tekee maalin”

A on "kukaan ei tee maalia”.
Todennakéisyydet, etté yksittdinen pelaaja ei tee maalia ovat

P(a)=1-0,65=0,35
P(b)=1-0,75= 0,25
P(¢) =1-0,54 = 0,46 1p

Vastatapahtuman todennékoisyys on
P(A) = P(ajabjac)
= P(a) - P(b) - P(¢). 1p(2p)
Lasketaan kysytty todennakoisyys.
P(A)=1- P(4)
=1—P(a)- P(b) - P(e)
=1-0,35-0,25-0,46

— 0,95975
~ 96 %

Vastaus: Todennakoisyys on 96 %. 1p Bp)

TKK-péaasykoekurssit — yo-valmennuskurssit — arkkitehtuuri 6
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b) Lasketaan todennékoisyydet, ettd saadaan 0, 1, 2 ja 3 maalia.

P(0) = P(kukaan ei saa maalia)

P(1)=P(ajabjactaiajabijactaiajabjac)
= P(a)- P(b) - P(¢) + P(a) - P(b) - P(c) + P(a) - P(b) - P(c)
— 0,65-0,25-0.46 + 0,35 - 0,75 - 0,46 + 0,35 - 0,25 - 0,54
=0,24275 1 p(4p)

P(2)=P(ajabjactaiajabijactaiajabjac)
= P(a) - P(b) - P(¢) + P(a) - P(b) - P(c) + P(a) - P(b) - P(c)
—0,65-0,75- 0,46 + 0,65 - 0,25 - 0,54 + 0,35 - 0,75 - 0,54

= 0,45375

P(3)=P(ajabjac)
= P(a) - P(b) - P(c)
— 0,65+ 0,75 - 0,54
= 0,26325 1p(5p)

Lasketaan maalien lukuméaarin odotusarvo.
E<X) = ZpiXi
=P0)-0+P(1)-1+P(2)-2+P(3)-3
= 0,04025 -0+ 0,24275 - 1 + 0,45375 - 2 4 0,26325 - 3

= 1,94
~1,9.

Vastaus: Rangaistuslaukausmaalien odotusarvo on 1,9. 1p(6p)

TKK-péaasykoekurssit — yo-valmennuskurssit — arkkitehtuuri 7
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a) Paraabelin yhtdlosta

y = ax® +br +c
saadaan pisteissi <0, %) ja (t,0), t > 0, ehdoiksi

1
gza-02+b-0+c

1
- - 1 1
c ; p ()
ja
0=at’>+bt+c
ta+th+c=0 (2)

Liséiksi paraabeli sivuaa z-akselia pisteessi (t,0), eli kohdassa © = t
tangentin kulmakerroin on 0.

y =2ax+b
Kohdassa © =t
y' =0
2at +b=0 (3)

Saatiin siis yhtaloryhmad (1), (2) ja (3)

€= T (1)
ta+th+c=0 (2)
2at +b =0 (3)
Yhtélosta (3) saadaan
b= —2ta (4)

Sijoitetaan taméa ja yhtélo (1) yhtiloon (2)

1
t2a+t-(—2ta)+gz()

t?aq — 2t%a = —1
t
1
=3 | (#)
1
“=13 1p(2p)

TKK-péaasykoekurssit — yo-valmennuskurssit — arkkitehtuuri 8
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Yhtélo (4)
1
b: _Qt' t73
2
b=p
1 2 . 1
Vastaus:a:t—yb:—ﬁjac:g. 1p(3p)
b) Merkitdén
o) = ~a® — 2p 4o missit> 0
r)=—r°— Sr+ -, missi :
13 t2 t’

Paraabeli on siis ylospéin aukeava, koska t% > 0 ja huippu on z-akselilla
kohdassa x =t kuvan mukaisesti.

A % \34(%)

J Tp(4p)
1 7K
Kysytty pinta-ala on siis
t
A:/f(m)dm
0
trl 5 2 1
_ 2= Z 1p(5
/()(tgx t2m+t) dx p(5p)
(11, 21, 1
_ I3 22
/(t3 37 e 7" +tm>
0 1
1 1 1
_1 7 E
s

TKK-péaasykoekurssit — yo-valmennuskurssit — arkkitehtuuri
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Siis paraabelin ja koordinaattiakselien rajoittaman alueen ala on %, eika
siten riipu t:n arvosta. O

1p (6p)

TKK-péaasykoekurssit — yo-valmennuskurssit — arkkitehtuuri 10
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5000
=
I = T 1900 o

a) Luennot peruutetaan, kun yli 50 %, eli yli 2500 opiskelijaa on sairastunut.
Siis, kun

missia ¢t > 0

f(t) > 2500
5000
1 + 499908t
2500 4 12497500e %% < 5000

> 2500 || - (1+4999¢7%%) (> 0)

12497500e %% < 2500 || : 12497500 1p
1
—0,8t 1

1
—05t<1n<4N9) | (—0,8)

t> 10,6462 ...

Vastaus: Luennot peruutetaan 11 vuorokauden kuluttua ensimmadisestd 1 p (2 p)
sairastumisesta.

b)
I )__o-—5000-(—4L8-49996—@&)
(1 4 4999¢—0:8¢)2
_19996000¢ ]
(1 + 4999¢05)2 PE3P)
Eksponenttifunktio e* > 0 kaikilla z. Siis myos
1,9996000e %% > 0 V¢

Derivaatan nimittédja on myos positiivinen, joten

f(t) > o.
Néin ollen f(¢) on kasvava funktio, kun ¢ > 0. 1p@p) O
c)
5000
M £t) = Jim = g0e 0w

5000

110

= 5000 2p(6p)

TKK-péaasykoekurssit — yo-valmennuskurssit — arkkitehtuuri 11
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50cmm

Merkitadn katkaistun kartion sivujanaa s:114, jota vastaa kuvan katkaisemat-
toman kartion sivujanan osa C'E.

Merkitdan

a on janan AB pituus
b on janan BC pituus
¢ on janan AC pituus

Kolmiossa ABC:"

a?+ b=
5,02 +2,0° = ¢?
c= £ /5,0%+2,0?
c=+/29 1p

Kolmio ABC ~ kolmio ADE (kk). Vastinsivujen suhteilla saadaan

|AE|  |DE|
[Ac]  |BC]
r 1,0
¢ 20 I-e
1
1'250
m:@—g 1p(2p)

TKK-péaasykoekurssit — yo-valmennuskurssit — arkkitehtuuri 12
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Saadaan
S=c—x

»
|

=

Ve
2

S =

(@2 ]

(~2,69cm) 1p(3p)

)

Rengasalueen mitat ovat ao. kuvan mukaiset.

o

Siten viivoitetun (sinisen) alueen pinta-ala on

A=n(x+s)? — ma? 2p(Sp)
2 2
29 29 29
(V2O VBN (V2O
2 2 2
29
—7-99— .22
s T
_ 87
4
= 68,3296 ... (cm?)
~ 68 (cm?)
Vastaus: Rengasalueen pinta-ala on 68 cm?. 1p(6p)

TKK-péaasykoekurssit — yo-valmennuskurssit — arkkitehtuuri 13
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10. a)
3tang+3:()
T
3 —=-3 03
tan2 ||
T
tan — = —1
an2 1p
TS 2 1pe
3w 5
x—7+ ™ 1p(3p)
b)

2sin’x + 3cosx —3 =0, sij. sin?x =1—cos’x
2(1 —cos?z) +3cosx —3 =0
2 —2cos’r +3cosr —3 =0
—2cos’z +3cosz—1=0 | -(=1)

2COSZI‘—3COS$+1:2| Tp@p)
s 42
cosT = 51
51
cosT = —
1
cosT = 5 tai cosz =1 1p(5p)
m .
v=dg 42 tai z=2mn 1p(6p)

TKK-péaasykoekurssit — yo-valmennuskurssit — arkkitehtuuri 14
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11. Tasasivuisen kolmion K sisddn piirretyn ympyran sade on
1
= ghh

missé hq on tasasivuisen kolmion K korkeus.

¢

) §h27 (1)
missé hy on kolmion Ky korkeus.
Toisaalta
hy =11+ 712 1p (2)
Sijoitetaan (2) yhtéloon (1).
1
o = 5(7‘1 + 7‘2)
1 n 1
ro=—-r1+ =7
2= 3"+ 3
2 1 H
327 3" |2
1
=g 1p(2p)

Seuraavan kolmion sisdén piirretyn ympyrén sade r,; on siis puolet edelli-
sesta sateesta r,:

Tny1 = irn-

TKK-péaasykoekurssit — yo-valmennuskurssit — arkkitehtuuri 15
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Ympyran pinta-ala on

= 74 Tp(@p)

Pinta-alat muodostavat siis geometrisen jonon, jossa ¢ = i. Ensimmaéisen
tasasivuisen kolmion sivu on a, jolloin sisdédn piirretyn ympyrén séde on

m:fa. 1p (4p)

Siten

=% 1p(5p)

g_ Al _ ﬁazl :ECZQ-
e 1 T 9
Vastaus: Pinta-alojen summa on 9a - 1p(6p)

TKK-péaasykoekurssit — yo-valmennuskurssit — arkkitehtuuri 16
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12. Tarkistusmerkin ehto on
3(dy +ds+ds+dr +do+diy) +da+dy+ dg + ds + dio+di2 =0 (mod 10).
a) Saadaan kongruenssiyhtalo:
3142+845404+2)+44+6+2+9+3+d2=0 (mod 10)

78+di; =0 (mod 10) | —78
d12 =78 (mod 10)

Luvun —78 jakoyhtéalo on '
—78 =—-8-10+ 2.

dyo:lla taytyy olla sama jakojaénnos 2 ja sen taytyy olla vélilld 0...9,

joten dip = 2.

Vastaus: Tarkistusmerkki on diy = 2. 1p(2p)

b) Lasketaan tarkastusehdon mukainen summa:

314+3+5474+9+2)+2+4+6+8+1+3=105.

Tehdaén jakoyhtélo.
105 =10-10 + 5, 1p(@3p)
joten
1050 (mod 10).
Néin ollen viivakoodi on virheellinen. 1p(4p) O

c¢) Tiedetadn, etti ds on virheellinen. Tehdddn kongruenssiyhtélo.

31+d3+54+474+9+2)+2+4+6+84+1+3=0 (mod 10)

3d; +72424=0 (mod 10)

3d; +96 =0 (mod 10) || — 96
3d; = —96 (mod 10)
syt(3,10) = 1, joten yhtélo voidaan jakaa 3:lla.
ds = —32 (mod 10) 1p(5p)

Luvun —32 jakoyhtdlo on

—32=—-4-10+8.
ds:lla téytyy olla sama jakojadnnds 8 ja sen tédytyy olla vélilla 0...9,
joten d3 = 8.
Vastaus: Oikea koodi on (1,2,8,4,5,6,7,8,9,1,2,3). 1p (6 p)
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13. Funktioiden

fl@)=1-x
ja
g(x) =3cosx
leikkauskohdat saadaan yhtélon
flx) = g(x)
ratkaisuista.
Yhtalo (1):
1—2x=3cosx
3ecosx+x—1=0 1p
Ratkaistaan yhtélo (2) Newtonin menetelmalla.
Merkitadn
h(x) =3cosz+z—1
R(z) = —3sinz +1,
jolloin
h(zn)
1° Alkuarvauksella 2o = —1 saadaan
3cos(—1)+(=1) -1
ry=—1— -
—3sin(—1) +1
= —0,892437 . ..
xy = —0,889472 . ..
73 = —0,880470 . . |
24 = —0,880470 . . .
~ —0,89 1p(3p)
2° Alkuarvauksella z¢o = 2 saadaan
x; = 1,856217 ...
79 = 1,862356 . ..
x3 = 1,862364 ...
xq = 1,862364 . ..
~ 1,86

TKK-péaasykoekurssit — yo-valmennuskurssit — arkkitehtuuri
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3° Alkuarvauksella xg = 3,5 saadaan

x1 = 3,650739 . ..

To = 3,638045 . ..

23 = 3,637957 . ..

x4 = 3,637957 ... (5)
~ 3,64 1p(4p)

Leikkauspisteiden z-koordinaatteja (3), (4) ja (5) vastaavat y:n arvot ovat

10
y = f(—0,8804. . .)
—1—(—0,8804...)
— 18894, ..
~ 1,89
20
y—=1—18623...
— —0,8623. ..
~ —0,86
30
y=1-236379...
— —2.6379. ..
~ 2,64
Vastaus: Leikkauspisteet ovat (—0,89;1,89), (1,86; —0,86) ja (3,64; —2,64). 2p(6p)
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*14. a)
2 : 2 1 x —x 2 1 T -z ?
(coshz)® — (sinhz)” = [2(6 +e )] - [2(6 —e )]
1 1
— 1(e2ac +26x6—x +6—29:) _ Z<6291: — 2e%e™® T 6—2:8)
1 1
:1(e2x+2.1+6—2x)_Z<62x_2,1+6—2x) 1p
_%+1+1 93_1 93+1_1 x
B 2 2
=1
O 1p(2p)
b)
d , . dl, ., .
%(smh T) = o [2<6 e )}
1 1
N _1 —T
1 xT 1 —T
2 T e 1p (3p)
1
= 5(@x +e)
= coshx
O 1p(4p)
c) ;;(sinh x) = coshx
Etsitdan derivaatan nollakohdat.
coshx =0

;(e“re—’f)—o | -2
e +e =0

Molemmat termit yhtdlon vasemmalla puolella ovat positiivisia, joten
summa ei voi olla 0 millaan x. Derivaatalla ei ole nollakohtia, joten se on
kaikkialla saman merkkinen. Néin ollen funktio sinh 2 on aidosti mono-
toninen ja siten silld on kdénteisfunktio.

Tp(5p)
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Maaritetaan kaanteisfunktio.

y = sinhx
zle’:—e_’: -2
Y73
1
y=e"— —
y=¢ "=

Sijoitetaan e* = u, jolloin u > 0.

1
2y =u— — Hu
u
2yu = u® — 1
u? —2yu—1=10

2y+\/(—2y)> —4-1-(-1)
- 2
2y + \/4y? +4
2
RSN

9
=yt +1 1p(6p)

Osoitetaan, ettd vain ratkaisu u = y+,/y? + 1 toteuttaa méadrittelyehdon
u > 0. Koska

u

v <y’ +1

ja koska nelidjuurifunktio on aidosti kasvava, saadaan

\/ZP <\yr+1
ly| < \/y2+ 1.

Koska y < |y|, niin

y— 2+ 1< |y —/y2+1<0.

Siis y — \/y? + 1 ei toteuta médrittelyehtoa. Koska y > —‘y|, niin

y+ 21> =yl +/y2+1>0,

ja ndin ollen y + /y? + 1 toteuttaa méarittelyehdon.
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Sijoitetaan u = e”, saadaan

e =y+/y?+1 ||1n()
r=1n(y +/y* + 1)

Vastaus: Funktion sinh z kd4nteisfunktio on In(x + /22 + 1). 1p(7p)

d) Kéénteisfunktion méirittelyjoukko on sama kuin funktion arvojoukko.
Maéritetddn funktion sinhx = (e” — e™*) arvojoukko.
sinh x on aidosti monotoninen, joten silla ei ole dariarvokohtia. Lasketaan
raja-arvot, kun x kasvaa tai vihenee rajatta.

1 1 11

— T _ -z :793——7 —O: k .

2(6 e ’) 5¢ 26:0—)00 00, kun x — 00

1, . 11 1 _,

§( —e ):ie—w_ie —0—00=—00, kun x — —00. 1p(8p)

sinh 2:n arvojoukko on |—00, 00], joten kédédnteisfunktion méarittelyjouk-
ko on |—00, 00].

1p(9p)
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*15. a) Tutkitaan ensin tapausta, jossa r; # . Merkitddin pienemmin ympyrin
sadetta rq:ll4.

-
N \& 2 :
I g

Pythagoraan lauseen mukaan

(r1+r2)2:d2+(r2—r1)2 1 p
Vi 2rirs + 98 = d o+ pE — 2y + 9
d2 = 47’17’2
d= &,2\/rir Tpp) (1)

Tutkitaan vield tapaus, jossa ry = rs.

‘w‘j/\rr‘a~
D A

Nyt ABCD on suorakaide, koska r; = 7. Siten d = DA = CB =
ry+ 1y = 2r] = 2@ = 2, /riry. Nain ollen (1) patee my6s silloin, kun
r =Tg.

Vastaus: Vaakasuora etéisyys d = 2, /rirs. 1p(3p)

3
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Soveltamalla kaavaa (1) ympyroihin 1 ja 3 sekd 2 ja 3 saadaan

{ x = 2,/r73
Yy = 24/7'2’/’3

Toisaalta © + y = d = 2,/r73. Sijoitetaan tdhdn (2) ja (3), saadaan

2\/r1Ts + 2\/rars = 2\/riTy || 12
VI oy = /i
(Vi + )y =ymr | (i)
o V2
NGENE

rire

RVZEND:

c) Viite: (ky + ko + k3)* = 2(k? + k3 + k3)
Todistus.

r3

www.mafyvalmennus.fi

(4)

(kp + ko + k3)? = 2(k3 4+ k2 + k2)
K2 + kiky 4 kiks + kyky + k2 + koks + kiks + koks + k2 = 2(k? 4 k2 + k2)
kY + k3 + k3 + 2kiko + 2kiks + 2koks = 2kF + 2k3 + 2k3

k2 + k2 + k2 — 2k1ky — 2k1ks — 2koks = 0

(5)

Néin on saatu véitteen kanssa yhtapitava yhtalo (5). Yhtalosta (4) seuraa

py— T2 | Gy
(V1 + f2)? g
2 _ 1l
(Vi + ) =
172
2 = —
r1+2,/r1re + 1o -
T
2 STy = 22— — 1y || 2 (ry79)
r3
QMZ mry T T
179 17273 179 179

21{7"1 j{1"2_1_1_1
T T9 _T'3 T2 T
1 /1 1 1 1

2=y —=————=

1\ To T3 T2 T 1 P (7 p)
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Merkitddn + = ki, =
r1 )

T

2\ ke = ks — ko =k | ()?
dkiky = k3 — koks — kiks — koks + k3 + kika — koks + kiky + K7
Akrky = k2 4 k2 + k2 + 2k1ky — 2k1ks — 2koks

0=k + k2 + k24 2kiky — 2k1ks — 2koks

:kgja%_kg

(6)  1p(8p)

Saatu tosi yhtélo (6) on sama kuin véitteen kanssa yhtépitava yhtalo (5).
Néin ollen (5) on tosi ja siten myos véite on tosi. 1p(9p)
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