MAFYNE | [

Valmistaudu taydellisesti
ladkiksen paasykokeeseen!

B Voit harjoitella kotoa kasin huippusuositulla Mafynetti-ohjelmalla.
Mukaan kuuluu 4 taysimittaista harjoituskoetta!!

B Harjoittelu tehdaan aktiivisesti tehtavia tekemalla. Tehtavat kattavat
yksityiskohtaisesti padasykokeessa tarvittavat biologian, fysiikan ja
kemian asiat.

B Vastaaminen tehddan kynalla ja paperilla. Mafynetti opettaa ja ndyttaa
sinulle aina malliratkaisun.

B Mafynetti huolehtii kertauksesta, joten et unohda oppimiasi asioita.




YLIOPPILASTUTKINTO- 20.3.2013 MATEMATIIKAN KOE
LAUTAKUNTA PITKA OPPIMAARA

Kokeessa saa vastata enintddn kymmeneen tehtdavaan. Tahdellda (*) merkittyjen
tehtdvien maksimipistemaara on 9, muiden tehtdvien maksimipistemaara on 6.

1. a) Ratkaise yhtélo (x—4)2 =(x—-4)(x+4).

2
b) Ratkaise epayhtald %x - % < ——X.

c) Suora kulkee pisteiden (1,7) ja (2,4) kautta. Missa pisteessa se leikkaa x-akselin?

a) Laske funktion f(x)=sin(3x) derivaatan tarkka arvo kohdassa x =%.

b) Maarits vektoreiden @ =47 + j —7k ja b =2i —3j —5k erotusvektori a—b seki ero-

tusvektorin pituus.

c) Kulma « toteuttaa ehdot —5<a<5 ja s1na:Z. Maarita luvun cosa tarkka arvo.

2
a) Laske lausekkeen (\/Z+x/5) tarkka arvo, kun positiiviset luvut a ja b ovat toistensa

kdanteislukuja ja lukujen a ja b keskiarvo on 2.

1 1 2 1 1 2
b) Sievenni lauseke [x3 +y3]-[x3 —x3y3 43 J

4. Laske oheisen kuvan suorakulmaisen kolmion ABC pinta-alan tarkka arvo.

C




10.

Madrita funktion ()c2 —x—5)e " suurin ja pienin arvo, kun x >0.

Veriryhmien B ja O esiintymistodennakoisyydet ovat P(B) = 0,17 ja P(O) = 0,33. Vampyyri
puree kahtatoista ihmista. Laske todennakoisyys sille, etta

a) joukossa on enintdaan yhdeksan ihmistd, joiden veriryhma on O.

b) joukossa on kolme tai nelja ihmistd, joiden veriryhmé on B.

Pisteiden A(2,0,1) ja B(3,1,3) yhdysjanan keskipisteen kautta asetetaan taso, joka on
kohtisuorassa yhdysjanaa vastaan. Missa pisteessa tama taso leikkaa y-akselin?

a) Madrita kayrien y:12x3—36x ja y:—12x2+36x leikkauspisteet.

b) Naiden kayrien valiin jaa kaksi rajoitettua aluetta. Laske niiden pinta-alojen summa.
Ratkaise yhtald cos(2x)+cos(3x) =0.

Oheisen kuution sarman pituus on 2. Sen sisalla on vaaleanpunainen pallo, joka sivuaa jo-
kaista kuution tahkoa. Kuution yhdessa kulmassa on pienempi sininen pallo, joka sivuaa
suurta palloa ja kolmea kuution tahkoa kuvion mukaisesti. Laske sinisen pallon sdteen tark-
ka arvo.




11. Milld muuttujan x arvollajono In2, In(2* —2), In(2* +2) on aritmeettinen?

12. Suorakulmion yksi sivu on x-akselilla ja kaksi karkea kayralla y=cosx, kun —£<x<—.

T

a) Muodosta lauseke suorakulmion pinta-alalle A(¢) kuvioon merkityn muuttujan 0 <¢ <%

funktiona.
b) Ratkaise funktion A(¢) derivaatan nollakohta kahden desimaalin tarkkuudella kaytta-
malld valitsemaasi numeerista menetelmaa.

¢) Maarita suurimman mahdollisen suorakulmion pinta-alan likiarvo yhden desimaalin tark-
kuudella.

Y
A®?)
T t T
2 2
13. Konnektiivin O totuustaulu on
A| B| AoB
111 0
110 1
0|1 0
00 0

*14.

a) Muodosta lauseen 4 0O (A 0O B) totuustaulu.

b) Esita lause 40(40B) sellaisessa muodossa, jossa esiintyy ainoastaan konnektiiveja
—, Vtai A.

Olkoon P(x)= x*+x-2.
a) Jaa P(x) ensimmaisen asteen tekijoihin. (2 p.)

A
= +
P(x) x-1 x+2

b) Maarita sellaiset vakiot 4 ja B, ettd kaikilla x> 2. (2 p.)

c) Maarita funktion integraalifunktiot, kun x>2. (2 p.)

P(x)
o0
d) Laske epdoleellinen integraali J-
5> P(x)

dx. (3p.)



1
*15. a) Ympyra, jonka sade on r>5, asetetaan paraabelin y=x2 sisapuolelle alla olevan ku-

1
van mukaisesti. Naytd, ettd ympyran keskipisteen y-koordinaatti on r? +Z. (3 p.)

b) Ympyréd C, saadaan valitsemalla a-kohdassa » =7 =1. Sita sivuamaan asetetaan toinen
ympyra C,, joka sivuaa myds paraabelia. Jatkamalla ndin saadaan alla olevan kuvan
mukainen jono ympyréita C;, C,, C;, ... Mdarita ympyran C, sdde r,. (2 p.)

¢) Osoita, ettd perakkdisten ympyrdiden C, ja C, ., sdteet r,, ja r,, toteuttavat rekursio-

kaavan (rn+1)2—r =(rn)2+rn kaikilla » =1,2,3,... (2p.)

n+l

d) Osoita c-kohdan avulla, ettd 7, ., =7, +1 kaikilla n =1,2,3,... (2p.)

C3
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Arviomme tehtavien pisteytyksesta
on merkitty sinisella tekstilla.

Pitka matematiikka, kevat 2013
Mallivastaukset, 20.3.2013

Mallivastausten laatimisesta ovat vastanneet filosofian maisteri Teemu
Kekkonen ja diplomi-insin6éri Antti Suominen. Teemu Kekkonen on opet-
tanut lukiossa viiden vuoden ajan pitkdd ja lyhyttd matematiikkaa seka fy-
siikkaa. Antti on toiminut neljd vuotta tuntiopettajana Teknillisessé korkea-
koulussa ja sen jélkeen lukiossa. Antti ja Teemu ovat perustaneet MAFY-
valmennuksen ja opettavat sen kaikilla kursseilla ympéri vuoden. Namé mal-
livastaukset ovat Antti Suominen Oy:n omaisuutta.

MAFY-valmennus on Helsingissa toimiva, valmennuskursseihin sekd ma-
tematiikan ja luonnontieteiden opetukseen erikoistunut yritys. Palveluitam-
me ovat

o ladketieteellisen valmennuskurssit

o DI-valmennuskurssit

 yo-kokeisiin valmentavat kurssit
 arkkitehtuurin valmennuskurssit

o Mafynetti - sidhkoéinen oppimateriaali

Julkaisemme internet-sivuillamme kaiken palautteen, jonka asiakkaat anta-
vat kursseistamme. Nain varmistamme, ettd palveluistamme kiinnostuneilla
ihmisilla on mahdollisuus saada tarkka ja rehellinen kuva siitd, mitd meiltd
voi odottaa.

Tama asiakirja on tarkoitettu yksityishenkiloille opiskelukéyttoon. Ko-
pion téastd asiakirjasta voi ladata MAFY-valmennuksen internet-sivuilta
www.mafyvalmennus.fi. Kaytto kaikissa kaupallisissa tarkoituksissa on kiel-
letty. Lukion matematiikan opettajana voit kiayttda tata tehtavipakettia op-
pimateriaalina lukiokursseilla.

MAFY-valmennuksen yhteystiedot:

internet: www.mafyvalmennus.fi
s-posti: ~ info@mafyvalmennus.fi
puhelin:  (09) 3540 1373
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(x—4)?= (v —4)(z +4)

2? —8x 416 = 2* — 16 1p
—8x=-32 ||: (-8
=2 1p(2p)
b)
3.7 2

Ratkaistaan laskimella

T< 59 2p (4p)

Ilzl, y1:7
$2:2, y2:4

Suoran yhtdloé on muotoa

Yo —
Yy—umhn = — 1)
To — X1
4 -7
—-7= -1
y 5@ —1)
y=-3rx+3+7
y=—3z+10 p (5p)

Lasketaan suoran ja z-akselin leikkauspiste:

y=20
—3r+10=0
3 =10 |:3
10
YT
Vastaus: Leikkauspiste on (%, 0). 2p (6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 1
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2. a)
f(z) = sin(3x)
f'(x) = 3cos(3z) 1p
f <9> = 3cos (3 . 9)
3 .
— 2 (laskimesta) 1p(2p)
b)
a=4i+j—Tk
b=2i—3j—5k

Erotusvektori on

a—0b=4i+j—Tk— (2 —3j — 5k) = 2i + 45 — 2k.
Erotusvektorin pituus on

1p(3p)

@~ b| = /22 + 42 + (—2)2
— 26  (laskimesta)

Vastaus: Erotusvektori on 27 4+ 45 — 2k ja sen pituus on 21/6. 1p (4 p)
c)

7T< <7T
—_— a —
2 2

Piirretddn kulma o yksikkGympyraédn, kun sin o = i.

(L0S+, Z';)

1p(5p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 2
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Kéytetdan trigonometrian lausetta

. T 1
sin o 4 cos? o = 1 Hsu. sina = 1

12
2 _1_<>
Cos” « 1

1 2
cos = (i‘) 1—<4)

15 _
cosa = (laskimella) 1p (6 p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 3
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3. a) aja b ovat toistensa kddnteislukuja, joten

1
azg — ab=1

Lukujen a ja b keskiarvo on 2, joten

a-+b
2

=2 << a+b=4 1p

Nain ollen

(\/E+\/5)2:a+2\/%+b
—(a+b)+2Vab  1p(2p)
=44+2-V1
=6 1p(3p)

Vastaus: Tarkka arvo on 6.

b) Sievennetéén laskimella:

<

Kasin:

(2% +44)

/—\

2 11 2
T3 — 3y3 +/y3>

2

1
r37x3

2
3

x?,xaya _|_g;3y3 +y3x3 _y?,l-?,yg _|_y Y
— 5P+ 2GS+ 2T — 2 +y

=Y 2p6p)

I
&&

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 4
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C

(
h'
1
h
A (a D S

Kolmiot ADC ja DBC ovat yhdenmuotoiset, koska
<ADC =90° = <CDB

ja
<CAD =90° — <«<DCA = <BCD

eli kolmoilla on kaksi yhta suurta kulmaa. 1p
Saadaan verranto:

h 3

- = |- 7h 1p(2p)

h? =21

h= 4V21 1p(3p)
Pinta-ala on 2p(5p)

A= ;|AB|h = ;(7 + 3)\/2_;ﬁ 5v/21.

Vastaus: Pinta-ala on 5v/21. 1p(6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 5
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RATKAISUTAPA 1
fx)=(2* =2 —5)e " >0

Maéritetadn funktion suurin ja pienin arvo derivaatan avulla.

f'(z) = (=2* + 3z +4)e™® (laskimella) 1p
Etsitaan derivaatan nollakohdat.
f'(x) =0
(—2* + 30 +4)e =0
r=—1 tai =4 (laskimella) 1p(2p)

Lasketaan derivaatan arvot testipisteissa.

ff()=(-1>+3-14+4)-e1=2207...>0
f'(5) = —0,040... <0

Tehddan funktion kulkukaavio.

0 Y

£ + [ =

’/

7

X
£(x) 4 / \ 10 (3p)
SUUR\N
ARNo
Lasketaan funktion arvot:

f(0)=(0>~-0-5)-€’=—5
f4)=T-e* (=0128...) 1p (4 p)

Osoitetaan, ettd f(x) > 0, kun z > 4.

(2> —2x—5)e ™ >0

—V214+1 V21 +1 .
x < — tai = > 5 (laskimella) 1 p (5 p)
e < —179... tai x>279...
Néin ollen f(xz) > 0, kun « > 4, joten funktion pienin arvo on f(0) = —5 ja
suurin arvo on f(4) =7-e%.
Tp(6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 6
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RATKAISUTAPA 2

Alku kuten ratkaisutavassa 1. Pienimmén arvon etsiminen ilman symbolista
laskinta:

f4)=T7e*>0
Tutkitaan, onko f(0) = —b5 pienin arvo. Lasketaan f(x):n nollakohdat.
/(=)
(2 —2—5)e™™ =0
> —x—-5=0 tai e " =0

el ratkaisua

o 1E 1241 (=5)

v 2
V2l 979 ..
x:
=2y 179 Tp(5p)

Funktiolla on yksi nollakohta (z ~ 2,79), kun = > 0.
Tiedetddn, ettd f(4) > 0 ja ettd f on vdhenevd, kun x > 4.
Néin ollen jatkuvana funktiona f(z) > 0, kun x > 4.

Siten f(0) = —5 on funktion pienin arvo.

Vastaus: Suurin arvo on f(4) = 7e™ ja pienin arvo on f(0) = —5. 1p(6p)

RATKAISUTAPA 3

Pienimmén arvon voi madrittdd myos laskemalla arvon f(0) = —5 ja maa-
rittdmalld raja-arvon lim, ., f(z) esimerkiksi 'Hospitalin sdénnolld, joka
opetetaan kirjassa Laudatur 13.

lim f(x)=0 2p(6p)

T—00

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 7
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P(B) =0,17
P(O) = 0,33
a) Merkitdén:
p=P(0)=10,33
g=P(0)=1-033=0,67
A: 712 ihmisestd enintdédn 9:114 veriryhmé O”

A: 712 ihmisestd vahintddn 10:114 veriryhmé O”

Kyseessd on toistokoe. Satunnaismuuttuja X on esiintyvien O veriryh-
mien lukumé&ara.

— P(X =10 tai X =11 tai X = 12) 1p

12 12 12
=1- [(1(]) -0,3310.0,67% + (11) 0,331 . 0,67 + (12> .0,3312. 0,670] 1p(2p)

=1-—10,000496 . ..
=0,9995. ..
~ 99,95%

Vastaus: Todennakoisyys on 99,95 %. 1p(3p)

b) Toistokoe, jossa p = P(B) = 0,17.

P(3 tai 4) = P(3) + P(4) 1p(4p)
__(?).Qn341—0Jﬂ“+<f>-Qn441—0Jm8 1p (5p)
—0,2951 ...
~ 30%
Vastaus: Todennakoisyys on 30 %. 1p(6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 8
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RATKAISUTAPA 1

Lasketaan janan AB keskipiste.

M— <CL'A+£CB Yya +ys ZA+ZB>

2 ’ 2 ' 2
2
A4_< +§0+1f+3)
2 2 2
51
M=(222 1
(2727 ) p

Muodostetaan janan erds suuntavektori AB.

AB=(3-2)i+(1-0)74+3-1)k
AB=1i+7j+2k 1p(2p)

AB on tason normaalivektori.

AB=mn
Tamén tason yhtalé on muotoa
a(z — 0) + by —yo) +c(z —2) =0

Nyt

L b=1, ¢=2 1Tp(3p)

T+y+2z= 2p(5p)
y-akselin leikkauspiste on kohdassa, jossa a- ja z-koordinaatit ovat nollia, eli

O+y+2-0=7
y="7

Vastaus: Taso leikkaa y-akselin pisteessa (0,7,0). 1p(6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 9
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RATKAISUTAPA 2

A=(2,0,1
B=(3,1,3
Janan erds suuntavektori on
AB=1i+j+2k 1p

Olkoon T jokin vektori, jolle T} 1 AB.
Ty = tyi + to] + tsk

Vektorien kohtisuoruusehdosta saadaan

T,-AB =0
ti +ta+2t35=0
@_—“gb 1p(2p)

Merkitaan _
Tg = 2?1 = 2t10 + thj - (t1 + tg)k

Titen siis tason pinnalla olevat vektorit ovat muotoa T5. Janan AB keskipiste

on 5 1
M=(2,22
(2727)7

joten keskipisteen paikkavektori on

— 5. 1.
K=gi+oi+2k 1p(3p)

Etsitdéan sellainen T5, etté
K+ T, = 0i+ yj + Ok,
missd y on kysytty tason ja y-akselin leikkauspiste.

. 5 _ 1 _ -
K+T2:<2+2t1>z’+(2+2t2)j+(2—t1—tg)k:Oi+yj+0k

Vektorien yksikésitteisyydestéd seuraa, etta

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 10
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5 5
{+2t1—():>t1——

2 4
Dt —ty =0
5 13
=2t =242 =2
2 1 +4 1
Eli
1 1 13 14
Y VY B
y=gtah=gte =g

Vastaus: Taso leikkaa y-akselin pisteessa (0,7,0).

1p(5p)

Tp(6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 11
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VAIHTOEHTO 1

Ratkaistaan kéyrien leikkauspisteet yhtaloparista laskimella.

y = 1223 — 362
y = —1222 + 362

Ratkaisut ovat

r=-3 ja y=—216 tai
ja y=0 tai
x =2 ja y = 24.
Vastaus: Leikkauspisteet ovat (—3, —216), (0,0) ja (2,24). 3p

VAIHTOEHTO 2

Ratkaistaan kéyrien leikkauspisteet yhtéaloparista.

y = 122" — 362 (1)
y = —1227% + 362 (2)
Sijoitetaan (1) yhtédloon (2).
122% — 362 = —122° + 362
1220° + 1222 = 722 =0 | :12
242 —6x=0
v(z®+x—6)=0 1p
Tulon nollasddnnén nojalla joko

z=0

tal
4+ —6=0
(x +3)(x —2) =0 (tulon nollasaanto)
r+3=0 tai x—2=0
r=—3 tai r =2 1p(2p)

Leikkauspisteiden y-koordinaatit saadaan sijoittamalla l6ydetyt x:n arvot
yhtéloon (2):

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 12
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v | y=—-122%+ 36z
—3 | =12+ (=3)*+36- (—3) = —216

0 0
2 24
Vastaus: Leikkauspisteet ovat (—3,—216), (0,0) ja (2,24). 1p@Bp)

b) Merkitadn

fi(z) = 122 — 36,
fo(z) = —122% + 362

Lasketaan kysytty pinta-ala méarattyné integraalina.

A= [ 18 - Bl

2
= [ |122° — 362 — (—122” + 362)|d

/_3‘ x T — (—124” 4 362)| da 1p (4 p)
= 253 (Vastaus on saatu laskimella.) 2p (6p)

[Iman laskinta pinta-ala saadaan seuraavasti:

A= [ 18 - B

2
= / |122°% + 122% — 72z|dx
-3

0 2

_ ’/3(1%3 + 1242 — T22)dx| + /0 (122° + 1242 — 722)dx 1p (4 p)
T2, 12, T2 T2, 12, T2

=/ (G- ge) v (T 5 - 5e) 166
3 2

=0—[3-(=3)"+4-(=3)*=36-(=3)?)| +3-2" +4-2°-36-2> -0

= |189] + | — 64|

— 189 + 64 = 253

Vastaus: Pinta-ala on 253. 1p(6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 13
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cos(2x) + cos(3z) =0
cos(3x) = — cos(2x) (1)

(-0, SMA)_— (oSa Sina)

bfﬁf“'

1p
(~(0SQ,-SmaA)
Yllaolevasta kuvasta saadaan saanto
cosb=—cosa < b=m—atalb=7+a. 1p(2p)
Sovelletaan sdantod yhtaloon (1), jolloin saadaan
3z =m—2x+ 27w
Se=m+2mn | :5
T 21
r=—+—, ne’ 2p(4p) (2)
5 5
tai
3r =7+ 2z + 2m™m
r=7+2mm, mEZ 2p©6p) (3)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 14
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Valitaan n = 5m + 2, jolloin yhtél6 (2) saadaan muotoon

T 27

=+ (Bm 2
x 5+5 (5m + 2)
. 1O7rm+477r
T T 5

r=m+2Tm.

Yhtdlo (2) siséltaa siten kaikki yhtdlon (3) ratkaisut.

Vastaus: & = I + 2% - n, jossa n on kokonaisluku.

Ratkaisujen yhdistamista tuskin vaaditaan taysiin pisteisiin.

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 15
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RATKAISUVAIHTOEHTO 1

Vaaleanpunainen pallo sivuaa kuution kaikkia tahkoja, joten sen halkaisija
on kuution sivun pituus 2, eli sen sidde r; on 1.

Tarkastellaan kuutiota, jonka yksi karki on vaaleanpunaisen pallon keski-
pisteessd ja sen vastakkainen karki alkuperdisen kuution karjessd. Taman
kuution sérmé on pallon side r; ja lavistédjé on siten

dy = \Jr2 + 12+ 12 = /3r2 = V3r. 1p

Toisaalta d; on etdisyys vaaleanpunaisen pallon keskipisteesta karkeen.
Olkoon sinisen pallon sdde ro. Samalla péadttelylld etdisyys sinisen pallon
keskipisteestd kirkeen on ds = v/3r5. 1p(2p)

‘N /
¥ ;

{1 //’

B,lv

.

Nyt koska pallojen keskipisteet ja sivuamispiste ovat kuution halkaisijalla,

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 16
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taytyy olla

dl—Tl‘l—TQ‘l—dQ 2p(4p)
\/§T1 T’1+T2+\/§)7’2
V3ri — 1 = V3ry + 1y
(V3—=1r = (V3+1)ry |:(V3+1)

VL =1
T9 = T ry =
2 V341 1 1
re = V3 -1 2 p (6 p) Tassa ratkaisussa vastausta
V341 on viela sievennetty, mutta
B (V3 —1)? sité tuskin edellytetédan
C(V3+1)(V3-1) taysien pisteiden saamiseksi.
3-2V3+1
- 3-1
4—-23
2
—2-3

Vastaus: Sinisen pallon side on 2 — v/3.
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RATKAISUVAIHTOEHTO 2

Yl ~oTH’K ka‘fsoﬂ’uma N Letkkaus A-A
= b
\\/ :
v
v
/
P N
-r
« X R
i r
1Q
Nz
¥ R +

Kuvassa on esitetty tilanne suoraan ylhailtd katsottuna sekéa leikkauskuva
pystysuuntaisella tasolla, joka sisidltda kuution lavistidjan.

Vasemmanpuoleisessa kuvassa nelion sivu on sama kuin kuution sivu eli 2.
Nelion lavistéjé on siten 2v/2. Leikkauskuvassa suorakaiteen pidempi sivu on
sama kuin em. nelion lavistaji eli 2v/2.

P on suuremman pallon se piste, joka sivuaa kuution ylintd tahkoa. Nain ol-
len P sijaitsee ylhadltd katsottuna isoympyran keskipisteessé ja keskelld ne-
lion lavistdjdaa. Néin ollen leikkauskuvassa P sijaitsee suorakaiteen ylemman
sivun keskell.

@ on pienemmén pallon se piste, joka sivuaa kuution alinta tahkoa. N&in
ollen @ sijaitsee ylhddlta katsottuna pienen pallon isoympyréan keskipisteessé.
Leikkauskuvassa () sivuaa suorakaiteen alinta sivua.

R on piste, jossa pallot sivuavat toisiaan. Symmetrian vuoksi R sijaitsee kuu-
tion lavistédjalld, joten R sisiltyy leikkaustasoon A-A. Sen vuoksi isoympyrat
sivuavat leikkauskuvassa A-A.

Merkitdan pienen pallon sadettd r:1la. Ison pallon sdde on puolet kuution
korkeudesta, joten se on 1.

Nyt saadaan mitat leikkauskuvassa olevan suorakulmaisen kolmion kaikille
sivuille. Hypotenuusa on 1 + 7, vaakasuuntainen kateetti on v/2 — v/2r ja
pystykateetti 1 — r. Pythagoraan lauseesta saadaan

(V2= Va4 (1= = (1419
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Laskimella saadaan
r=2-—+3=02679.. tair=2++3=373205...> 1. 1p(5p)

Jalkimmaéinen ratkaisu hyldtdéan, silla ndin iso pallo ei mahtuisi kuution si-
saan.

Vastaus: Sinisen pallon side on 2 — v/3. 1p(6p)
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11. Jonon jasenet ovat

a; =1n2, ay=1In(2* —2), a3 =1In(2"+2).
Jono on aritmeettinen, kun perakkéisten jésenten erotus on vakio
Uny1 — An = d,
jolloin
ag — a1 = a3 — Az
In(2* —2) —In2 = In(2” + 2) — In(2" — 2). 2p
Yhtélo voidaan ratkaista laskimella, jolloin saadaan

In6
= —.
In2

Vastaus: Jono on aritmeettinen, kun z = 28

In2" 4p(6 p)

Ratkaisu ilman symbolista laskinta:

In(2*—2) —n2=In(2"+2)-In(2"-2) 2p
In(2® —2) +1n(2* —2) =In(2° +2) +1n2

In (2° —2)% = In(2 - (2° +2)) 1p@3p)
(2°—2)* =2(2" +2) 1p(4p)
2% 4.2 4 4=2.2" 14
2°7 —6-2" =0

2.2 —6-2"=0
27.(2 —6) =0 (tulon nollasdanto)

2" =0 tai 2°-6=0 1p(5p)
ei ratkaisua 22 =6 | In()
In2* =1In6
x-In2=1In6 | :In2
In6
ST 1p(6p)
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12. a)

- %, (0st) (€, (os¢)

} T
£ t B

cos(t) = cos(—t), 1p

joten suorakulmion pinta-ala on

™
A(t)ZQt'COS(t), 0<t< E 1p(2p)

b) Pinta-alafunktion derivaatta on

A'(t) =2-cos(t) +2-t-(—sin(t))
A'(t) = 2cos(t) — 2t sin(t)

Ratkaistaan derivaatan nollakohta Newtonin menetelmaélla:

Merkitédén A’(t) = f(t). Nollakohta:

ft)=0
2 cos(t) — 2tsin(t) =0

Derivoidaan f(t).
f'(t) = —2tcos(t) — 4sin(t) (Laskimella) 1p(3p)

Tehdaan alkuarvaus to = 1.

_ Sf(tn)
tn-i—l - tn - f/(tn>
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b 2-cos(l) —2-1-sin(1)
P 21 cos(1) — 4 -sin(1)

t; = 0,86453. ..

to = 0,86033. ..

t3 = 0,86033. ..
~ 0,86

Vastaus: Derivaatan nollakohta on ¢ = 0,86.

1p(4p)
¢) Muodostetaan pinta-alafunktion kulkukaavio. Lasketaan derivaatan ar-
vot testipisteissa.

A(0,5) =2 - cos(0,5) — 20,5 - sin(0,5) = 1,275... > 0
A(1) = —0,602... <0

=
0 036 J.'*
A+ | =
ARV AN !
SUORIN 1P (5p)
ARVO

Lasketaan suurin pinta-ala:

A(0,86033) = 2 - 0,86033 - cos(0,86033)
=1,122...
~ 1,1

Vastaus: Suurin pinta-ala on 1,1.

1p (6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 22



-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

13. a)

AOB | AO(AOB)

ol O~
ol o~ Y
(o) Nenl il Nan)
oD O

3p

A
1
1
0
0

oo~y
olo| ol >

Kyseisten lauseiden totuusarvot ovat identtiset ja

AD(AOB) & AAB
on siten tautologia. 3p(6p)
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*14. a)
RATKAISUTAPA 1
Plx) =2 +z -2

4w —2=(r—1)(z+2) 2p

RATKAISUTAPA 2

Nollakohdat:
P +r—2=0
—1d /1241 (=2)

Tekijalause:

ax® + br + ¢ = a(x — x1)(z — 1), joten
P tr—2=(r—1)(z+2). 1p(2p)

1 A B
= >9 |sij. P(x) = (& — 1)(x + 2
P(I) r—1 + 492 T = ”SlJ (33) (l’ )(.CU )

1 z+2) A z—1) B

-1 +2) =1 r12
1  Ar+2A+Br—-B

(x—1)(x+2) (x—1)(x+2)
1 (A+B)x+2A—-B

(;U—l)(:p+2): (x—1)(x +2) 1p(3p)

Kun yhtéloé on tosi, on

A+B=0
{QA —B=1
Ratkaistaan yhtalopari laskimella.
Vastaus: A = % ja B = —1%. 1p (4 p)

3
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c¢) Olkoon z > 2.

I(x) = / P(lgz,) dx

Symbolinen laskin osaa maarittaa
1/P(x) integraalifunktion ilman

mitaan tassa esitettyja vélivaiheita.
Emme kuitenkaan suosittele toimimaan
nain. YTL:n ohjeen mukaan laskimella
voi laskea "laajemman tehtavén rutiini-
osia", mutta tata integrointia on arvelut-
tavaa ajatella rutiiniosana, koska
laskinta kayttden valtytdan kokonaan
kayttdmastad osamurtohajotelmaa, joka
on tehtavan idea.

d)

-

1/ L 1/ 1
3/ 1" 3] o1
1

1/3 -1/3
r—1 x+2

dx

www.mafyvalmennus.fi

2d$

1

1

1
:fln(:ﬂ—l)—gln(x—)—Q)—l—C'

3
1
= g[ln(:v—l) —In(z+2)|+C
1. -1
= -1 C
3 et

>_

In liml_l/a
a=oo 1 +2/a
1 ﬂ_ll 1
1+40 3 4
1.1
Inl—=1In-
3 4
=0
1
:—§IH(4_1)
1
In4

(x>2) 1p(5p)

1p (6p)

1p(8p)

Tp(©p)
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*15. a)

P o
Q(OL\OS)

Ympyralld on sivuamispiste paraabelin kanssa joko origossa tai pisteissd
(a,a?) ja (—a, a?), missd a > 0. Merkitdan ympyréan keskipistetta P(0, b)
sekd ympyrin ja paraabelin sivuamispistettd Q(a, a?).

Paraabelin yhtélé on y = f(x) = 22 ja derivaatta f/(x) = 2z. Paraabelin
tangentin kulmakerroin kohdassa x = a on siten f’'(a) = 2a. Koska kéy-
rit sivuavat pisteessd Q, niilld on sama tangentti tédssd pisteessé, joten
my6s ympyrdan tangentin kulmakerroin pisteessé Q on 2a. Sivuamispis-
teeseen piirretty sdde on kohtisuorassa tangenttia vastaan, joten suoran
PQ kulmakerroin on —i. Pisteiden P ja Q kautta kulkevan suoran kul-
makertoimelle péatee

b—a2——21a(0—a)
1
_ 2T
b=a +2 (1)
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PQ on side r, joten

= |PQP
r? = (a—0)?+ (a®> = b)* |sij. (1)

1 2
r? =a® + (a2— <a2—|—2>)

Yhtilostd (2) voidaan ratkaista myos a?.

a2—7“2—i (4) 1p(2p)

Yhtalosta (3) ndhddédn, ettd kaikilla a > 0 10ytyy ympyré, joka sivuaa
paraabelia pisteessi (a,a?) ja tdlloin ympyréin side on r(a) = y/a® + 1.
Funktio r(a) on aidosti kasvava, kun a > 0 ja funktion arvot kasvavat
rajatta, kun a kasvaa rajatta. Edelleen 7(0) = %, joten r(a) saa kaik-
ki reaaliarvot r > %, kun a > 0. Kdantden voidaan todeta, ettd kaikki
ympyrét, joilla r > % sivuavat annettua paraabelia pisteissd (a,a?) ja
(—a,a?), missi a > 0. Niille ympyréille on voimassa yhtéld (1). Sijoite-
taan yhtdld (4) yhtdloon (1), saadaan b= (r* — 1) + 1 = r? 4+ 1, mikd oli
todistettava. 1p(@Bp)

b) a-kohdan nojalla ympyrén Cy keskipisteen y-koordinaatti on

5 1
Ya=Ta+

missd 7o on ympyrian Cy sidde. Ympyran C; keskipisteen y-koordinaatti
on
5 1
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xV

Kuvasta ndhdéén, etta

Yo =Y1 + 11+ 72 1p(4p)
r%+%—r%+%+h+r2 | =1
rs =12 4+1+r
T2 —1ry —2=0
ro = 2 (tal o = —1)
Vain positiivinen arvo kelpaa.

Vastaus: Ympyran Cs sdde on 2. 1p(5p)

¢) Ympyran C,, 41 ja C, keskipisteiden etdisyys toisistaan on

Tn+1 + Tn

Toisaalta se on myo6s niiden y-koordinaattien erotus
2 1 2 1 2 2
yn+1_ynzrn+1+1_ rn+1 =Tpt1 — T 1p(6p)
Eli

2 2
Tnil +Tn =Th — Ty

Tvgwl — Tnt1 = T721 + L 1p(7p)
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d) c-kohdan nojalla

r?wrl — Tnt1 = Ti"“rn | + 1

1
2 2

4 4
1\2 1\?
(ran=3) = (m+3) 1p(8p)
1 1
Tntl =5 = & (rn + 2) |7 > 1 kaikilla n
Tnt1 = T + 1 ]
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