Dl-paasykoekurssi

e Voit harjoitella matematiikkaa, fysiikkaa ja kemiaa paasykoetta varten.
e 10 taysimittaista harjoituspaadsykoetta
e Arkiaamuisin 31.3.-23.5.2014 (92 oppituntia tai laaja kurssi 136 oppituntia)

Laakiskurssi

e 5 taysimittaista harjoituspaasykoetta. Kotona voit tehda lisaa kokeita,
yhteensa 18 kpl!

e Yksilollinen opetus mahdollistaa etenemisen omassa tahdissa. Kaikissa
ryhmissa on korkeintaan 15 oppilasta yhta opettajaa kohden.

e 27.3.-23.5.2014 (153 oppituntia)
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Arviomme tehtavien pisteytyksesta
on merkitty sinisella tekstilla.

Pitkd matematiikka, kevat 2014
Mallivastaukset, 19.3.2014

Mallivastausten laatimisesta ovat vastanneet filosofian maisteri Teemu Kekko-
nen ja diplomi-insin66ri Antti Suominen. Teemu Kekkonen on opettanut lukiossa
viiden vuoden ajan pitkdd ja lyhyttd matematiikkaa sekéd fysiikkaa. Antti on
toiminut nelji vuotta tuntiopettajana Teknillisessa korkeakoulussa ja sen jélkeen
lukiossa. Antti ja Teemu ovat perustaneet MAFY-valmennuksen ja opettavat sen
kaikilla kursseilla ympari vuoden. Nama mallivastaukset ovat Antti Suominen
Oy:n omaisuutta.

MAFY-valmennus on Helsingissa toimiva, valmennuskursseihin sekd matemati-
ikan ja luonnontieteiden opetukseen erikoistunut yritys. Palveluitamme ovat
 ladketieteellisen valmennuskurssit
o DI-valmennuskurssit
» vo-kokeisiin valmentavat kurssit
o arkkitehtuurin valmennuskurssit

o Mafynetti - sihkéinen oppimateriaali

Julkaisemme internet-sivuillamme kaiken palautteen, jonka asiakkaat antavat kurs-
seistamme. N&ain varmistamme, ettd palveluistamme kiinnostuneilla ihmisilla on
mahdollisuus saada tarkka ja rehellinen kuva siitd, mitd meiltad voi odottaa.

Tama asiakirja on tarkoitettu yksityishenkiloille opiskelukayttoon. Kopion
tésta asiakirjasta voi ladata MAFY-valmennuksen internet-sivuilta www.mafyvalmennus
fi. Kéytto kaikissa kaupallisissa tarkoituksissa on kielletty. Lukion matematiikan
opettajana voit kiayttdd tita tehtdvapakettia oppimateriaalina lukiokursseilla.

MAFY-valmennuksen yhteystiedot:

internet: www.mafyvalmennus.fi
s-posti:  info@mafyvalmennus.fi
puhelin:  (09) 3540 1373
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1. a) Ratkaise yhtdlo 7(z —3) +1 =22 — 1 — (2*> — 1).
b) Milld muuttujan x arvoilla lauseke x(5 — 8x) saa positiivisia arvoja?

a2_b2 a2—b2
k j —b.
a—b+a+b’ un a # bjaa# —b

c¢) Sievennd lauseke
Ratkaisu.
a)

Tx—-3)+1=a"-1-(2*-1)
Te—214+1=2>-1—-2>+1

Tx—20=0 1p
Tx =20 |:7

20
r=2 1p(2
z=— 1p(2p)

Huom! Yhtélon voi ratkaista myos laskimella.
b) Lauseke saa positiivisia arvoja, kun

x(b—8zx) >0

Ratkaistaan lausekkeen (5 — 8x) nollakohdat.

(b —8x)=0
r=20 tai 5—8x =0
—8x=-5 | :(-8)
r=2 1p (3p)
8

Lausekkeen kuvaaja on alaspain aukeava paraabeli:

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 1
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Vastaus: Lauseke saa positiivisia arvoja, kun 0 < x < g. 1p (4p)

Huom! Epéayhtélon voi ratkaista myos laskimella.

c) a#b, a# —b.

a+b) a2 _ b2 a—b) a2 _ b2

a—b  atb
DT | (a= Dl #T

=T 2w oz PeP
+b+(a—0)

1p (6p)

I
(IS

Huom! Lausekkeen voi sieventdd myos laskimella.

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 2
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2. Taulukon ylarivissd ovat funktioiden f(z), g(x) ja h(x) kuvaajat.
rivissd on viiden eri funktion kuvaajat. Naiden joukossa on myo6s derivaattafunk-
tioiden f'(x), ¢'(x) ja h'(x) kuvaajat.

Alemmassa

Funktio f{x)

&

Funktio g{x}

A/

Funktio A{x)

|/

/N

[

Kuvaaja |

Kuvaaja 2

Kuvaaja 3
1

Kuvaaja 4

7

\[J
i

“x | X

N\

Kuvaaja 5

T

Kopioi alla oleva taulukko vastauspaperiisi ja merkitse siihen, mika kuvaajista 1-5
esittdd kyseesséd olevan funktion derivaattaa. Vastausta ei tarvitse perustella.

Ratkaisu.

Funktio

Derivaatan

kuvaajan
numerog

fix)

a(x)

hix)

Funltio

o

q(x

h(x)

Deriveatnn

kiavas
numero

4

7173

2p

2p 2p

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 3
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3. a) Kéyrdt y = 622 + 32* + 1 ja y = 32" sekd suorat © = 1 ja © = 2 rajaavat
tasoalueen. Laske sen pinta-alan likiarvo kahden desimaalin tarkkuudella.
b) Maéritellddn funktiot f(z) = 2 — 3z ja g(x) = 3 f(2z), kun € R. Laske
derivaatta ¢'(1).

Ratkaisu.
a)

1
yp = 627 + 3% + —,

x
yo = 3z

Lasketaan kéyrien leikkauskohdat.

62°+1=0
62 =—1 | :6
1
3_ 1
YT
v= -1
6
1
r= ——=.
V6
x = _3%/6’ joka ei kuulu vilille [1,2], joten kéyréit y; ja y eivit siis leikkaa

tarkasteltavalla alueella. Koska kéayrét eivat leikkaa, kysytyn alueen pinta-ala
saadaan integraalista

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 4
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2
1
A= /6m2+3x4—|—7—3x4dx 1p
x
1

; 1
= /6x2+*dx
/ x

2
= /2x3 +1In|z|| 1p (2p)
1

=[2:2° +In(2) - (2-1° — In(1))
= |16 — 2 +1n(2) + 0|

= |14 + In(2)]

— 14,693 ..

~ 14,69

Vastaus: Pinta-ala on 14,69. 1p (3p)

Huom! Integraalin voi laskea myos laskimella.

b) f(a) = * —3u ja gla) = 4 f(20)

(@) = 3 ((20)° = 3+ (20))

= ; (8103 - Gx)

= 42° — 3z 1p (4p)
d(z) =122 — 3 1p (5p)
g(1)=12-1>-3

=9 1p (6p)

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 5
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4. Milld vakion a arvolla yhtalolld ax? — 5z + 2 = 0 on tdsmiélleen yksi juuri?
Ratkaisu.

Kun a = 0, yhtalo on
5542 =0,

jolla on tasmaélleen yksi juuri.yJos a # 0, yhtalo
|

2p

ar’> —5x+2=0

on toista astetta, joten silld on tdsmélleen yksi juuri, kun sen diskriminantti D = 0.
D=(-5?%-4-a-2=—8a+25.

Siis on oltava

—8a + 25 =0 2p (4p)
—8a=—-25 | :(-8)
25

a =

8

Vastaus: a = 0 tai a = 22. 2p (6p)

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 6
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5. Ympyra sivuaa suoraa 3x — 4y = 0 pisteessa (8,6). Lisdksi se sivuaa positiivista
xr-akselia. Maaritd ympyrédn keskipiste ja side.

Ratkaisu.

Merkitédén ympyran keskipistettd B(zo, yo):1la. Suora on

3r—4y =20
3
= —.

Y7

Hahmotellaan tehtdvanannon mukainen tilanne.

P-Ls 'b]

Kolmiot OBC ja OAB ovat suorakulmaisia ja niilld on sama hypotenuusa OB

seké yhté pitkat kateetit AB ja BC, joten kolmiot OBC ja OAB ovat yhtenevat. 2p
Siten myos

(0A| = |OC|
V(8 =002+ (6—0)2 = /(zg — 0)2 + 02
10 = |$0|

xo = 1,10 1p (3p)

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 7
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Toisaalta on siis
|AB| = |BC|

Viwo =872+ (yo— 62 =yl I )?
(w0 — 8)% + y& — 12yp + 36 = 42
12y0 = (w9 — 8)* +36 | : 12

o — 8)2
((]12)+3 1p (4p)

Yo =

Sijoitetaan x¢ = 10, saadaan:

(10 — 8)2 10

Yo T 5 (=7) 1P (p)

Vastaus: Keskipiste (10, ?), side on ?. 1p (6p)

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 8
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6. Olkoot ay,as, ...,a, reaalilukuja. Milli muuttujan x arvolla summa (x — a1)? +
...+ (x — a,)?* on mahdollisimman pieni?

Ratkaisu.

Muodostetaan summan lauseke.

S(a) = (v —a))*+ ...+ (x — a,)?
= (2% = 2way +a?) + ...+ (2* — 2za, + a?)
=2+ .+ 2w(ay+... ta,) +ad+ ... +ad
— —_—

n kpl merkitdan B
= nz? — 2z(ay + ...+ a,) + B, B on vakio 1p

y = S(x) on ylospdin aukeava paraabeli, jonka pienin arvo l6ytyy derivaatan
nollakohdasta.

S'(z) =2nx — 2(a1 + ...+ a,) 2p (3p)
Etsitdaan derivaatan nollakohta

S'(x) =0
2ne —2(ay + ...+ a,) =0
2ne =2(ay +...+a,) | :(2n)
a1+...+an7 2p (5
n

P)

eli lukujen aq, ..., a, keskiarvo.

Vastaus: Summa on mahdollisimman pieni, kun x on lukujen a4, ..., a, keskiarvo.
1p (6p)

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 9
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7. Sdannollisen tetraedrin muotoista noppaa heittdmalld voi saada silméluvuksi 1,
2, 3 tai 4. Naméi ovat kaikki yhtd todennékéisid. Pelaaja heittdd yhta aikaa
tetraedrin muotoista ja tavallista noppaa ja laskee silméilukujen summan.

a) Méarita kaikkien mahdollisten silmilukujen summien todennikoisyydet.
b) Maaritd silmilukujen summan odotusarvo.

Ratkaisu.

Taulukoidaan kaikki silmélukujen yhdistelmét.

NOPEn: A

~ % LR
AR T Ao P

...[:U\G““-l-"d-‘__s)g

)
q.
¢
s
y
b
A

a wTfla|n|Pich]s

*

S
<
-
D
o

2p

a) Taulukosta ndhddin, kuinka monessa alkeistapauksessa mikékin silméluku-
jen summa saavutetaan. Esim. summa 6 saadaan neljassa alkeistapauksessa.
Kaikkien alkeistapausten méaérd on ng = 4-6 = 24. Lasketaan todennakoisyy-
det, etta silmalukujen summa on 2,3,4,5,... jne.

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 10
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13(2):214
PAO= 35 1p(3p)

b) Lasketaan odotusarvo.

Ex)=p X1 +pXo+...
1 1 1 1
— .94 .34 .44+ -.5
24 +12 +8 +6
1 1 1 1 1
6L .7 .84 — .91 .10
+6 +6 +8 +12 —|—24 2p (5p)

=6

Vastaus: Silméalukujen summan odotusarvo on 6. 1p (6p)

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 11
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8. Lasersiteelld osoitetaan pisteestd A(1,—2,3) vektorin u = 21 — 7 — 3k suuntaan.
Toisella sateelld osoitetaan pisteestd B(9,—1,—12) vektorin v = —i — 25 + 3k
suuntaan. Néyté, ettd sateet leikkaavat toisensa, ja méarita niiden leikkauspiste.

Ratkaisu.

A(1,-2,3)
B(9,—1,-12)
u=2i—j—3k

T=—i—2j+3k

Muodostetaan lasersateiden kautta kulkevien suorien parametriesitykset.

Suora 1:
OP = OA + su
=1 —2j+ 3k + s(2i —j — 3k)
= (2s+1)i+(—s—2)7+ (=3s+ 3)k
r1=2s+1
Parametriesitys on ¢ y; = —s — 2
Z1 = —3s+3
Suora 2:
00 = OB + v
=9i —j — 12k + t(—i — 25 + 3k)
=(=t+9)i+ (=2t —1)j + (3t — 12)k
=—1t4+9
Parametriesitys on ¢ yo = —2t — 1

29 =3t—12 1p

Leikkauspisteen tdytyy toteuttaa molempien suorien parametriesitykset joillain s:n
ja t:n arvoilla. Ratkaistaan s ja t parametriesitysten muodostamasta yhtéaloryh-
masta.

1 — T2
Y1 = Y2
21 =22 1p (2p)

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 12
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25 +1 =-t+9 (1)
—s—2  =-2t-1 (2)
—3s+3  =3t-12 1p(3p) (3)
Yhtalot (1) ja (2):
2s+1 =—-t+9 |-(-2)
—5—2 =-2t—-1
—4s -2 =2t—-18
—5s—2 =-2t-1
—5Hs—4=-19
—55s=—15 | :(=5)
S =
Sijoitetaan s = 3 yhtdloon (2).
—3-2=-2t—1
2t=—-14+5 | :2
t=2 1p (4p)

Sijoitetaan s = 3 ja t = 2 yhtélon (3) molemmille puolille.

—35+3=-3.3+3=—6
3t—12=3.2-12=—6,

eli s = 3 ja t = 2 toteuttavat yhtdlon (3). Yhtdloryhmaélla on ratkaisu, joten
suorilla on leikkauspiste.| Lasketaan leikkauspiste sijoittamalla s = 3 suoran 1.
parametriesitykseen. 1p (5p)

r1=2-34+41=7

yy=-3—-2=-5

% =-3-3+3=—6
Vastaus: Séteiden leikkauspiste on (7, —5,—6). 1p (6p)
Huom! Parametriesityksistd muodostetun yhtaléoryhmén voi ratkaista myos laskimella.

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 13
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9. Taso x + 2y + 3z = 6 leikkaa positiiviset koordinaattiakselit pisteissi A, B ja C.

a) Méaritd sen tetraedrin tilavuus, jonka kérjet ovat origossa O seki pisteissi A,
BjaC.
b) Maéritd kolmion ABC' pinta-ala.

Ratkaisu.

a) Lasketaan tason = + 2y + 3z = 6 ja koordinaattiakselien leikkauspisteet.
x-akseli: y = 0 ja z = 0. Talloin x = 6, eli leikkauspiste on A(6,0,0).

y-akseli: x = 0 ja z = 0. Télloin 2y = 6 =y = 3, eli leikkauspiste on
B(0,3,0).

z-akseli: x = 0 jay = 0. Télloin 32z =6 =z = 2, eli leikkauspiste on
C(0,0,2). 1p

¥t

Valitaan tetraedrin pohjaksi kolmio OAB. Sen pinta-ala on

1 1
A= -|OA|-|OB| ==~ -6-3=9
2 2

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 14
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ja korkeus on
h=1]0C|=2. 1p (2p)

Tetraedrin tilavuus on

velap—Log.9_s
3 3

Vastaus: Tilavuus on 6. 1p (3p)
b)

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1

Lasketaan kolmion ABC sivujen pituudet:

|AB| = V62 + 32 = 35
|AC| = V62 + 22 = 2¢/10
|BO| = V32 +22=+/13 1p (4p)

o S

NE"

Kolmiot ADC ja BDC' ovat suorakulmaisia. Talloin

(\/ﬁ)z — K2 T x2
(2v10)* =h?+ (35 — u)?

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 15
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13 = h? + 22
40 = h? 4+ 45 — 6v/bx + 22

Yhtalosta (1):
h* =13 — 2?

Sijoitetaan (3) yhtdloon (2).

40 = 13 — 2% 1+ 45 — 651 + 2%
6v5xr =18 || : (6v/5)

3
o _
V5
Sijoitetaan (4) yhtdloon (3).
2
3
h*=13— | —=
55
9
h==+4/13—-
5
h— 270 1060

Kolmion pinta-ala on

A—;ah—;-S\/S-Q\g_O—S\/ﬁ.

Vastaus: Pinta-ala on 3v/14. 1p (6p)

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit
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] RATKAISUVAIHTOEHTO 2

Lasketaan kolmion ABC sivujen pituudet:

|AB| = V62 + 32 =3V5=a
|AC| = V62 +22 =210 = b
|BC| = V32 +22=V13=c 1p (4p)

Merkitdédn v = <A. Nyt kosinilauseella

¢ = a® + b* — 2abcos(y)
cos(y) = a® + b — 2
2ab
cos(y) = (BVE)' + (2107 - \/ﬁ2
2-3v5-2/10

3v2
cos(y) = \5/_ 1p (5p)
Kolmion pinta-ala on
1 .
A= gab sin 7y

1
= §ab\/1 — cos?(7)
3v2

_;.3\/5.2\@. 1 <5>2
— 314

Vastaus: Pinta-ala on 3v/14. 1p (6p)

] RATKAISUVAIHTOEHTO 3 \

Nopeimmin tehtdvin voi ratkaista Heronin kaavalla, joka 16ytyy MAOL:sta.

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 17
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10. Juustoa myydéan suoran ympyralierion muotoisessa pakkauksessa. Lierion kor-
keus on h ja sen pohjan sdde on r. Juusto leikataan ensin pystysuorassa suun-
nassa kahteen yhtéd suureen osaan. Toisesta puolikkaasta leikataan vinosti kuvion
osoittama pienempi pala, jonka korkeus on h. Laske tdmén juustopalan tilavuus
integroimalla.

<httpy/ farwwvaliofiftuotteet/juustot fvalio-oltermanni>. Luettu 12.3.2013.

Ratkaisu.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1 |

Kysytty tilavuus voidaan laskea maaratystéd integraalista
V= / A(z)dx
0

V= ]a(m)h(x) dz

Selvitetdén a(x):mn ja h(x):n lausekkeet.

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 18
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11
Pl

e ™
N 4

Pythagoraan lause:

%: r2—a? -2
a=2Vr?—a?
a(x) =2vr?2 — 22 1p(2p)

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 19
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N
h [
I
h
Ny :
|
| |
= W) N
X ' X
Yhdenmuotoisuus:
hi h
7 r I°
hl = ELL’
r
h
h(x) = —x 1p (3p)

Integraali saadaan muotoon

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 20
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% —/2\/r2—x2-hxdx 1p (4p)
r
0

r

= ——/—2x-(r2 —2?)7da 1p (5p)

Vastaus: Tilavuus on 2hr?. 1p (6p)

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2 |

Kysytty tilavuus voidaan laskea maératystéd integraalista.

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit
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ALY

Integroitavat pinnat ovat suorakulmaisia kolmioita, joten

1

Kolmioiden yhdenmuotoisuuden perusteella

hi h
1o
a T

h
hl = —a 1p (2p)
r
Pythagoraan lauseesta saadaan

r :a2+y2
.2 2
a®=r"—y" 1p (3p)

Pinta-ala tulee muotoon

1 h
= 2@ TCL
Choy
= Za |Isij. (2)
o h 2 2
Aly) = 5 (r" —y7) 1p (4p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit
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Lasketaan tilavuus
[ h
V= [50° =y
. 5 (17— y7) dy
hom o o 2 9 a1
:—/ (r*—y*)dy (r° — y° on parillinen)

r

=—-2 [(r*—y*)dy 1p (5p)
0

Vastaus: Tilavuus on 2hr?. 1p (6p)

Huom! Integraalit voi lausekkeiden selvittdmisen jélkeen laskea myos laskimella.

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 23
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11. Alla on funktion f derivaattafunktion kuvaaja y = f'(z). Lisdksi funktio f toteut-
taa ehdon f(0) = 0.

a) Kirjoita derivaatan f’(x) lauseke paloittain méériteltyna funktiona vélilla 0 <
z < 4.

b) Muodosta funktion f(x) lauseke paloittain méaariteltyna valilla 0 < x < 4.

¢) Madrita funktion f suurin ja pienin arvo valilld 0 < x < 4.

Ratkaisu.

a) Kuvaajasta ndhdéén, etta
FO=0 PO =1 F@=1J FO=-1___

Lisdksi derivaatan kuvaaja on suora valeilld [0, 1], [1,2] ja [2,4]. |Soveltamalla

kulmakertoimen kaavaa
Y2 — Y1
k=
Lo — X1

sekéd suoran yhtaloa
y—y1 = k(z— 1)
saadaan
flx)— o) =100 ) jos0<a<1
fll)— )y =T8T WE 1) jos1<a<?2
Fla)—f(2) =@ 9) jos2<a<4

Taten

r, jos0<xr<l1
fllz)=<1, josl<z<2
—x+3, jos2<x<4 1p(2p)
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b)
/xdx, kuin 0<z <1
flz) = /dx, kun 1<z <2
/(—w+3)dx, kun 2<x<4
L
596 + C, kin 0 <z <1
flz)=3 2+ D, kun 1 <z<2
1
—§ﬁ+3x+E, kun 2 <z <4 1p (3p)
Nyt f(0) = 0, joten
1
~.0P+C=0
5 +
C=0

Liséksi integraalifunktio on jatkuva, joten

lim f(x) = lim f(x) = f(1).

T—1+
Talloin
1
lim —2®* =1+ D
z—1— 9
1
—.12=1+4+D
5 +
1
D=—=
2
seka,
lim f(2) = lim f(2) = f(2).
Talloin
lim z L_ 122 3.2+ F
L S R
2— - =-24+6+F
5
)
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Néin ollen

3 kin 0 <z <1
1
f(x): xr— =, kun1§$<2
2
—52 +3x—§, kun 2 <z <4 1p (4p)

c¢) Luetaan derivaatan nollakohdat kuvaajasta.

1(0)
f'(3)

Koska funktio f on jatkuva suljetulla valilld [0,4] ja derivoituva avoimella
valilla |0, 4], se saavuttaa suurimman ja pienimmén arvonsa joko vélin paétepis-
teessé tai derivaatan nollakohdassa. 1p (5p)

0
0

f(0)=0

1 5
f(3):—§-32+3-3—§:2
f(4)——-42+3-4——‘;’

Vastaus: Suurin arvo on f(3) = 2 ja pienin arvo on f(0) = 0. 1p (6p)

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 26



-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

12. Funktion f(x) derivaatan likiarvoja pisteessé xo voidaan laskea lausekkeen

f(wo +h) = f(xo)

h
avulla, kun h > 0 on pieni. Oletetaan, ettd f(z) = sin(x), xg = 0,5 ja h = 1077,
kun p = 3,...,10. Miki ndistd p:n arvoista antaa parhaan likiarvon luvulle f'(xq)?
Tehtédvissa muuttujan x yksikké on radiaani.

Ratkaisu.

] VASTAUSVAIHTOEHTO 1 \

Tiedetéddn, etta

Osoitetaan, ettd funktio g :]0, 5[ — R,

g(h) = flxo+ h})l — flzo) _ sin(zo + h})l — sin(xo)

on monotoninen. Derivoimalla ja kdyttaméalld summakaavoja saadaan, etta

_ hcos(zo + h) — (sin(zg + h) — sin(xo))

g'(h) 12
_ h(cos(xo) cos(h) — sin(xg) sin(h)) — (sin(xzo) cos(h) + cos(xg) sin(h)) + sin(xq)
2
cos(xo)(hcos(h) — sin(h)) + sin(x)(1 — hsin(h) — cos(h))

= 3 1p

Havaitaan, ettd cos(wo) > 0 ja sin(xo) > 0. VAlilld [0, J[ médritellddn funktiot

g1(h) = hcos(h) — sin(h)
ga(h) =1 — hsin(h) — cos(h).

Sijoittamalla A = 0 saadaan g;(0) = ¢g2(0) = 0. Derivoimalla
gy(h) = cos(h) — hsin(h) — cos(h)

= —hsin(h) <0, kun h €]0, g[
go(h) = —sin(h) — hsin(h) + sin(h)
= —hsin(h) <0, kun h €]0, g[, 1p (2p)
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joten g1 ja go ovat aidosti vihenevid. Siten
g91(h) < 1(0) =0 ja
g2(h) < g2(0) =0, kun h €]0, g[.
Néin ollen cos(zg)g1(h) < 0 ja sin(zg)ga(h) < 0. Siis on saatu, ettd

_ cos(o)g1(h) + sin(xg)ga(h)
2

g'(h) <0,

eli g on aidosti viheneva.JNyt jos 0 < hy < hg, niin
1p (3p)
g(h1) > g(h),

joten

f'(xo) — g(h1) < f'(z0) — g(h2). 1p (4p)

Lisaksi
f'(wo) = lim g(h) = g(ha),

koska g on vidhenevi. Siten
|f'(o) = g(ha)| < |f'(20) — g(ha)]. 1p (5p)

1077 <1073 < 5, joten parhaan likiarvon saa silld p, jolla vastaava h on pienin,
eli p = 10. 1p (8p)
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| VASTAUSVAIHTOEHTO 2]

Téassd on vastattu hieman tehtdvannosta poikkeavaan kysymykseen "Miké néaistéa
p:n arvoista antaa parhaan likiarvon luvulle f/(z¢), kun likiarvo lasketaan kokelaan
laskimella?"

Tamaén kaltainen ratkaisu on esitetty myos YTL:n julkaisemassa asiakirjassa "Hyvin
ratkaisun piirteet". Sen vuoksi uskomme, ettd talld ratkaisulla voi saada taydet
pisteet, vaikkei "Hyvén ratkaisun piirteet" sidokaan YTL:44 tehtavien pisteytyk-
sessa.

Dsin(z) = cos(x)

Sijoitetaan A = 1077:n eri arvot laskimella lausekkeeseen

E(h) = |cos(ao) — sin(xo + h})L — sin(xo)
~ leos(0.5) — sin(0,5 + hf)L —sin(0,5) ‘

ho | Eh)
102 | 0,00023985901 ...
10~* | 0,0000239727 . ..
1075 | 0,0000023970. ..
0,0000002398 . ..
10~ | 0,0000000218 ...
10~% | 0,0000000381 ...
10~ | 0,0000004381 . ..

0| 10719 | 0,0000025618 . .. 5p

— © 00 =1 O Ok W
[—
S
(2]

Vastaus: Laskimella Casio fx-9860G tarkin arvo saadaan, kun p = 7. 1p (6p)
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13. Tarkastellaan positiivisia kokonaislukuja n ja k, joille
n+(n+1)+n+2)+...+(n+ k) =1007

a) Osoita, etté tillaiset luvut n ja k toteuttavat yhtélon (k4 1)(2n + k) = 2014.

b) Maaritd luvun 2014 kaikki alkutekijét.

c) Madritd kaikki positiiviset kokonaisluvut n ja k, jotka toteuttavat a-kohdan
yhtalon.

Ratkaisu.

a) Aritmeettisen summan kaavalla

n+(n+1)+...+(n+k‘):(k+1)n+(g+k), 1p
eli
et )PEmER 007
(k+D)@ntk) oo 2
(k+1)(2n + k) = 2014 1p (2p)
b) 1p (3p)

2014 = 2-1007|= 219 - 53 1p (4p)

c) Koska k+ 1 < k + 2n, ja molemmat luvuista k + 1 ja 2n + k ovat positiivisia
kokonaislukuja, n ja k toteuttavat jonkin seuraavista yhtdlopareista:

k+1=1 k=20
. * & Ei kelpaa, silld £ > 0.
2n + k =2014 n = 1007
k+1=2 k=1
. =4
2n + k = 1007 n = 503
1p (5p)
kE+1=19 k=18
. &
2n + k = 106 n =44
k+1=38 k=37
. &
2n + k =53 n=2~

Vastaus: n =503 jak=1,n=44ja k=18 tain =8 ja k = 37. 1p (6p)
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*14. Eraan tarinan mukaan ihmiskunta kokeili liikkumista sddnnollisten monikulmioiden
avulla ennen kuin pyoré keksittiin.

a) Tasasivuinen kolmio kiertyy oikealle kuvion mukaisesti, kunnes kéarki A osuu
uudelleen alustaan. Karki A piirtdd kuvion mukaisen kéyrén. Laske kdyran
pituus, kun kolmion piiri on p. (2 p.)

b) Hahmottele vastaavat kdyrat nelion ja kuusikulmion tapauksessa. Kummas-
sakin tapauksessa monikulmio kiertyy niin monta kertaa, ettd vasemmalla al-
haalla oleva kérki osuu uudelleen alustaan. (2 p.)

c¢) Laske b-kohdan kiyran pituus neliolle, jonka piiri on p. (2 p.)

d) Laske b-kohdan kéyrédn pituus kuusikulmiolle, jonka piiri on p. (3 p.)

Ratkaisu.

a) Liike jakautuu kahteen osaan, joissa piste A liikkkuu ympyrarataa pitkin.

A

Ympyréliikkeen sdde on molemmissa tapauksissa kolmion sivun pituus, eli 2

37
koska kolmio on tasasivuinen. Tasasivuisen kolmion kulmat ovat 60°, joten
a = 180° — 60° = 120°

Koska £-sdteisen ympyrdn kaaren pituus on

5 <p>2
™ 3 *37Tp;
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120° sektoria vastaava kaarenpituus on

12002 1
360° 3P 3

2
mp = —mp. 1p
9

Kayra muodostuu kahdesta téllaisesta kaaresta, joten sen pituus on

Wl o

2
2. §7Tp = §7Tp 1p (2p)

b) Piirretddn ensin nelion litke hahmottamisen helpottamiseksi.

w #

®© ©®© 6 ®

Huomataan, etta se koostuu kolmesta ympyrinkaaresta, joiden siteet ovat va-
litun kérjen etdisyydet muista karjistd, eli nelion sivun pituus, nelion halkaisija
ja vield kerran sivun pituus. Kayrd ndyttaa siis talté:

1p (3p)

Kuusikulmion tapauksessa tarkastelu on samankaltainen.
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1p (4p)

c¢) Nelion piiri on p, joten sen sivun pituus on £. Ensimmadiselld ja viimeiselld
kéannokselld valittu kérki kddntyy 90° viereisen kérjen ympéri (sdde £). Nelion

halkaisijan pituus on v/2 kertaa sivun pituus, eli @. Kéyran keskimmaéinen

ympyrankaari syntyy, kun valittu piste kddntyy 90° vastakkaisen kéirjen ympéri
(séde @). Téaten kéyrdn pituus on a-kohdan tapaan

90° P 90° V2p
9. o (B on [ 22
360° " (4) 3600 " ( 1 ) 1P (5p)

1 p 1 V2p
—9. - .9r. L4 2 9. Y22
Tyt g
0 \/5
R
4
= (2+V2)= 1p (6p)

d) Sdénnollisen kuusikulmion kulmat ovat 120°, minkéa voi ndhda jakamalla kuusi-
kulmion kolmioiksi. Ensimmaéisen ja viimeisen pyordhdyksen sédde on kuusikul-
mion sivun pituus, eli £. Lasketaan toisen ja toiseksi viimeisen pyoérédhdyksen
séde.
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Kosinilauseella saadaan

2 2 1
+ (p> - 2%% cos(120°) | cos(120°) = —2

) -2(6)(-5)

Keskimmaisen pyordhdyksen sdde on kuusikulmion halkaisija. Lasketaan sen
pituus.
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Kolmio ABC' on tasakylkinen, joten <CAB ja <ABC ovat yhtasuuret, eli 30°.
Taten

o+ 30° = 120°
a = 90°,

eli kolmio ABD on suorakulmainen ja sen kateetit ovat % ja x = %. Taten
halkaisija saadaan Pythagoraan lauseella.

o ()
()< 6)
~2(8) 2

p
y= (i,§1p(8p)

Néin ollen kéyran pituus saadaan laskettua kuten aiemmin. Jokainen pyoréahdys-

kulma on
180° — 120° = 60°,
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joten kayran pituus on

60° p 60° V3p 60° P
2'36()"'27T.(6)+2.?>(5()°.27T'(6>+?>€3()° 2T 3
= ~é-27T~]69+2~é-27r~\/§~26)+é-277-§
_pm 3pw  pm
9 9 9
_ 2pm | /3pm
B

= 2+ V3)55 1p (9p)

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 36



-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

*15. Vililla [—1, 1] jatkuvien funktioiden f ja g skalaaritulo f * ¢ médritellddn kaavalla

frg= [ f@)ga)de.

Funktiot ovat ortogonaaliset, jos f * g = 0.

a) Madritellddn fo(x) = 1, fi(x) = = ja fo(x)

= 2%, kun x € [—1,1]. Niiden
avulla médritelldan funktiot g, : [-1,1] = R, k =

0,1, 2, kiyttamaélla kaavoja

go(@) = folw), (@) = file) — 2250y

go * go

9o * [fo g1 * fo
g2(x) = folx) — go(x) — g1(x).
() () go * 9o () g1 * g1 ()

Sievennd funktioiden g; ja go lausekkeet. (4 p.)

b) Osoita, ettd funktiot g; ja g, ovat ortogonaaliset kaikilla eri indekseilld 0 <
j<k<2 (2p.)

c¢) Olkoon h(z) = 2* + ax® + bx + c¢. Madritd vakioille a, b ja ¢ sellaiset arvot,
ettd funktiot h ja gp ovat ortogonaaliset jokaisella k = 0,1,2. (3 p.)

Ratkaisu.

a)

go* f1 =

I I
N | —

I
O ol L\H Lol L
) —_
&
o
K
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1
go * go = /go(ff)go(%) dx
—1

1

:_/11-1dx

1
-1

=1-(-1)
=2 1p

gox 2= [ gola)fola) da
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Il
wirvwl = L~ _ L

K
[\
P
S
S—
|
e
—
S
S—
|
Q |
[« Ne)
* | ¥
S |5
Ne)
SN—
|
NelNa)
= |
¥ | ¥
2|5
—
S
S—

W — D fwi

Vastaus: ¢1(z) = x ja go(x) = 2% — % 1p (4p)
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b) Osoitetaan, etta go * g1 = go * g2 = g1 * go = 0.

=go* fi—go* fi

g
90*90 g1 * g1
1
* f g1 * fo
—/90 f2 2/ o(w)go(iﬂ dCE— /90 91
9o * go g1 * g1
* g1 * [
= go * fo — go* J2 2 290*91
0 g1 * g1
g1 * [
—gok fo—gox fo— 20
g1 * g

=0 1p(5p)
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g1 % g2 = /91(95)92(35) dx

= / 91() lfg(x) _ 0% fQQ()(ZE) g% fzgl(x)l da

) 9o * 9o 91 * g1
1
9o * [: *

:/gl(:c)fz(:c)dx 0 2/90 r)g1(x d:c—g1 f2/91 r)g1(x
) 9o * go / 91 * g1
_ 9o * [2 91*f2
= g1 % fo— dgo* g1 — 1

go * go 1

9o * [:
— gk fo— 20— g% fo

go * 9o
=0 1p (6p)

¢) h(z) =+ az® + bz + c.

h*g():

=
8
S

)
Q.
&

(2 +ax® +br +c)-1da

N ISR N L‘\»-. L\H L\H

1 , a4
=/ 3" +§:L‘ +§x + cx
=S s e
R LA S RPN
:2;+20
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1
hx g = /h(l')gl(:v) dz
1

1
= [(2* +az® +br +c) - xda

hx gy = /h(m)gg(x) da

(z° + ax® + bx + ¢) <x2 — ;) dx

I
|
ol o= ’—‘\»—t 'l—‘\»a 'I—‘\H >‘—‘
/N
8
ot
+
ot Q
. 8
I
+
/T~
=
|
Wl =
"
8
w
+
o
|
w| e
"
&
Do
|
w| o
8
|
wl o
~
o
&

CJlg o ag b—3 , =% b, ¢
= 6x+ x” + 1 T+ 3 X gx gx
a h—1 c— 2 b c 1
_ 16 el 15 3_14 3 13_7 12_ 1_7__16
+5 + 4 + 3 6 3 6( )
b— 1 c—3 b c
— 2 (D - TR (D - SR (P 2 (L S (D)
4 3 6 3
2a 2<C—§> 2c
5T 3 T3
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Jotta h ja g olisivat ortogonaaliset, on oltava hxg, = 0. Saadaan yhtaloryhmaé:

h*gO:O
h*91:0
h*g2:0
%aJrQC:
24+2b=0

8a __

=0 1p(8p)
a=20

b= 3

c=0 1p (9p)

Huom! Kaikki integroinnit voi tehda myos laskimella.
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