Laakiskurssi

e 5-8 tdysimittaista harjoituspaasykoetta oikeassa koesalissa. Kotona voit tehda
lisaa kokeita, yhteensa 18 kpl!

e Yksilollinen opetus mahdollistaa etenemisen omassa tahdissa. Kaikissa
ryhmissa on korkeintaan 15 oppilasta yhta opettajaa kohden.

e Voit aloittaa 1.10., 3.11., 7.1., 16.2. tai 30.3. Opetusajaksi voi yleensa valita
joko 9.30-12.30 tai 13-16 tai 17-20.

Dl-padasykoekurssi

e Voit harjoitella matematiikkaa, fysiikkaa ja kemiaa paasykoetta varten.
e 10 taysimittaista harjoituspaasykoetta ja pitkalla kurssilla liséksi 6 yo-koetta
e Pitka kurssi 16.2.-22.5. ja kevatkurssi 30.3.-22.5.
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Pitka matematiikka, kevat 2015
Mallivastaukset, 18.3.2015

Mallivastausten laatimisesta ovat vastanneet filosofian maisteri Teemu Kek-
konen ja diplomi-insin66ri Antti Suominen. Antti ja Teemu ovat perustaneet MAFY-
valmennuksen, jota ennen Teemu opetti 5 vuotta lukiossa ja Antti toimi tuntiopet-
tajana TKK:lla. Nykyédan he opettavat MAFY:n kursseilla ympari vuoden ja Ant-
ti vastaa Mafynetti-ohjelman kehityksestd. Muut mallivastaustiimin jésenet ovat
Otte Heindvaara, Olli Hirviniemi, Sami Jouttijarvi, Sakke Suomalainen ja Matti
Virolainen. Ndméa mallivastaukset ovat Antti Suominen Oy:n omaisuutta.

MAFY-valmennus on Helsingissa toimiva, valmennuskursseihin sekd matema-
tiikan ja luonnontieteiden opetukseen erikoistunut yritys. Palveluitamme ovat

» laaketieteellisen valmennuskurssit

o DI-valmennuskurssit

» yo-kokeisiin valmentavat kurssit

o Mafynetti - sihkoinen oppimateriaali.

Julkaisemme internet-sivuillamme kaiken palautteen, jonka asiakkaat antavat kurs-
seistamme. Nain varmistamme, ettd palveluistamme kiinnostuneilla ihmisilla on
mahdollisuus saada tarkka ja rehellinen kuva siitd, mita meiltda voi odottaa.

Tama asiakirja on tarkoitettu yksityishenkiloille opiskelukayttoon. Kopion tés-

ta asiakirjasta voi ladata MAFY-valmennuksen internet-sivuilta www.mafyvalmennus.
fi. Kaytto kaikissa kaupallisissa tarkoituksissa on kielletty. Lukion matematiikan
opettajana voit kdyttaa tatd tehtaviapakettia oppimateriaalina lukiokursseilla.

MAFY-valmennuksen yhteystiedot:

internet: www.mafyvalmennus.fi

s-posti:  info@mafyvalmennus.fi
puhelin:  (09) 3540 1373

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit
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1. Piirra kolme yksikkoympyraa ja merkitse niihin seuraavat kulmat ja vastaavat
kehépisteet:

a) 405°
b) —120°

c) T rad

Ratkaisu.
Kussakin kohdassa kehépisteen y-koordinaatti on kulman sini ja x-koordinaatti

kulman kosini. Koordinaatit a-kohdassa:

T, = cos(405°) =

S-Sl -

Yo = sin(405°) = 1p

Koordinaatit b-kohdassa:

xp = cos(—120°) = —=
yp = sin(—120°) = ———. 1p(2p)

Koordinaatit c-kohdassa:

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit
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Piirretdan yksikkoympyrat ja merkitadn kehépisteet.

(a) (b)

1p (4p) 1p (5p)

1p (6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 2
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2. a) Piirrd kuva epédyhtéloiden 0 < y < /|z| mddrddmasta tasoalueesta, kun —1 <

< 1.
b) iié%kiuse yhtals 21 + 2 = v2z.
Ratkaisu.
a) Tasoaluetta rajoittaa alhaalta x-akseli, vasemmalta suora x = —1 ja oikeal-
ta suora x = 1. Ylhdalta sitd rajoittaa kayrd y = /|z|, eli kiyrdt y =

Vi, kunx > 0jay=+/—z, kunx < 0. 2p

1p (3p)

b) Tarkistetaan, milloin neliGjuurilausekkeet on méaritelty:

l+2>0 ja 22>0

x> —1 ja x > 0.

Yhtélo on méaéaritelty, kun z > 0. Talloin my6s yhtalon molemmat puolet ovat
epanegatiiviset, joten se voidaan korottaa puolittain toiseen potenssiin siten,
ettd yvhtasuuruus sailyy.

WITT=var ()
22(14x) =2r  1p (4p)
2 4 2® =2z

2+ —2x=0

v(2? +r—2)=0
Tulon nollasaanto:

r=0 tai 22+2—-2=0

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 3
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Toisen asteen yhtalon ratkaisukaava:

—1 /12 —4-1-(-2)

v 2.1
-1 £V9
B 2
 —1+3
2
—1+3 tai -1-3
Tr = al xr =
2 2
xr=1 1p(5p) tal r=-2<0

ei kelpaa

Vastaus: x =0taix =1. 1p (6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 4
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3. Vieraita kieliad &idinkielendan puhuvien Helsingin asukkaiden lukumaédrd kasvoi
vuosittain 7,5 prosenttia aikavélilla 2003-2013. Vuonna 2013 arvioitiin, ettd vuo-
sina 2013-2033 kyseessa oleva lukuméara viela kaksinkertaistuu. Laske vieraskie-
listen asukkaiden lukumaéran keskiméarainen vuosittainen kasvuprosentti naiden
30 vuoden aikana.

Ratkaisu. Merkitaan vuoden 2003 vieraskielisten helsinkilaisten maaraa a:lla.
Vuonna 2013 vieraskielisid oli 1,075 - a. 2p
Arvion mukaan vuonna 2033 vieraskielisid on 2 - 1,075 - a.  1p (3p)

x
Merkitaan keskimaaraistd vuotuista kasvuprosenttia x:11a, ja ¢ = (1 + m) Tal-

16in

¢ a=2-1,075"a ||:a 1p@p)
¢ =2-1,075" || g/

g = %/2.1,0751
i
1+ — = 32-1,07510  1p(5p)
* 100 ’
L 30
—— = 1/2-1,07510 — 1 - 100
x=100- /2 -1,07510 — 100

=483...
~ 4,8

Vastaus: Keskiméarainen vuotuinen kasvuprosentti on 4,8. 1p (6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 5
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4. Tarkastellaan yhtdloa t*2? + (2 + 1)x + 1 = 0 parametrin ¢ # 0 eri arvoilla.

a) Ratkaise yhtdlo, kun ¢t = 1.
b) Méarita kaikki ne parametrin ¢ # 0 arvot, joilla yhtalolld on ainakin yksi
ratkaisu x € R.

Ratkaisu. t*z* + (* + 1)a+1=0,t #0
a) Sijoitetaan t = 1
1*2? + (12 4+ 1Dz +1=0
B +2x+1=0 1p
(z+1)*=0 1p(2p)
r+1=0
x=—1 1p(3p)
b) Toisen asteen yhtalolla az? + bz + ¢ = 0 on ainakin yksi ratkaisu, kun diskri-
minantti D = > — 4ac > 0 1p (4p)
(2 +1)—4-t*-1>0, t#£0
4 2 4
42004+ 1 -4 =20 45 5p)
3t 422+ 1> 0] ||sij. s =1 >0
—3s24+2s+1>0
Ratkaistaan nollakohdat:

—35*+254+1=0
—24 /22 -4 (=3)-1
2 (—3)

S =

— —Ztais=1
S 3 al s

Epayhtélon ratkaisu on
> = 1
s2-3 Ja (1)
s<1 (2)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 6
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Epéyhtalo (1) toteutuu kaikilla ¢, koska s = t? > 0. Ratkaistaan epayhtélo (2).

s<1

t2<1, t#40
2 —-1<0
t—1(t+1)<0

Vasemman puolen nollakohdat
t=—1 tai t=1

o, /‘L>t

RN

Epéayhtalon ratkaisu
—1<t<1, t#£0.

Vastaus: a) v = —1
b) —1<t<1,t#0 1p(6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 7
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5. Olkoot A = (=2,2),B = (3,1),C = (—=2,3) ja D = (1,—1). Laske janojen AB ja
CD leikkauspisteen koordinaattien tarkat arvot.

Ratkaisu.

TAPA 1

Merkitaan janojen leikkauspistetta P:lla.

OP = OA+ AP
— OA+ sAB
= —2i+2j + s ((3 = (—2))i+ (1 - 2)j)
= (—2+5s8)i+(2—3s)j. 2p

Toisaalta myos

OP = 0C + CP
= OC +tCD
= =20+ 37+t ((1 = (-2))i + (-1 - 3)])

= (—2+3t)i+ (3 —4t)7. 1p(Gp)

Vektorin komponenttien yksikasitteisyydesta seuraa:

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 8
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—2+5s = -2+ 3t
2—s = 3—4t 1p4p)
hs —3t =0
—s+4 =1 ||-5
hs—3t =0
—5s+20t =5
17t =5 | :17
t—5
T
—s+4t =1
5
— 4. — =1
S + 17
_ 7 1p (5p)
8—17.

Taten leikkauspisteen P paikkavektori on

P=(=2+458)i+(2—3)j

3N 3\
(g5 .25 (2= 27
( * 17)2%_( 17)]

_ 1o 31
BTN
19 31

ioten leikkauspist 272y

joten leikkauspiste on ( Ta 17) 1p (6p)

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit
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TAPA 2
A=(-22)
B =(3,1)
C=(-2,3)
D =(1,-1).

Y2 — U1
Yy—uy = ( — 1’1)
Lo — I
Jana AB:
r1=—2, Y=
Lo = 3, Yo — 1p
Suoran yhtéalo on
1 -2
2 2
1
YAB —2= _5<$—|—2)
1
——x+—-. 1p2
YAB 5x+ 5 P (2p)

Jana C'D:

Suoran yhtéalo on

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit
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Lasketaan suorien leikkauspiste.

1 8
= —— — 1
YAB 5$+ 5 (1)
4 n 1 (2>

= ——X —_

Ycbp 3 3

Sijoitetaan (1) yhtaloon (2).

1+8— 4+1 |- 15  1p (4p)
st o= gt g P (4p

—3x+ 24 = —-20x+ 5
170 =—-19 || : 17

19
r=——z.
17 1p (5p)

B 4 ( 19>+1_31_
Ycp = 3 17 3—17—yAB-

Suorien leikkauspiste on (—%, % . 1p(6p)

Saatu leikkauspiste on myos janojen AB ja C'D leikkauspiste, silla

xA——2<—%<3—:UB,
xc——2<—%<l—azp,
va=2> 11> 1=yp
y0:3>%>—1:yp.

Vastaus: Janojen leikkauspiste on (—%, %) .

HUOMAUTUS LUKIJALLE: YTL:n "Hyvan vastauksen piirteet"-asiakirjan mukaan taysiin pisteisiin ei
vaadita tarkastelua sille, onko suorien leikkauspiste myds kyseisten janojen leikkauspiste. Kuitenkin

tarkastelu kannattaa tehda, silla tehtdvanannosta ei varmuudella selvid, onko janojen leikkauspiste
olemassa.

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 11
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6. Oletetaan, ettd vieston dlykkyysosamédra noudattaa normaalijakaumaa N (100, 15).
Maérita odotusarvon 100 ympariltd symmetrinen véli, johon kuuluu tasmaélleen
puolet vaestosta.

Ratkaisu. Merkitaan satunnaisesti valitun henkilon alykkyysosaméaraa X:ll14. Ha-
lutaan 16ytaa luku a > 0, jolle P(100 —a < X < 100+ a) = 0,5. Normitetaan:

g 100-a=100 _a

15 15
7 100+a—100  a
15 15

Nyt

a a
P00 —a<X <1004+ a)=P(- % <z<®
( a< X <100+ a) <15— —15>’

missa Z noudattaa normitettua normaalijakaumaa. 1p
P(—ﬁ§2§ﬁ> :P<Z§ﬁ> —P(Z<—ﬁ)
15 15 15 15

rlas )= (-r(z< )

Ratkaistaan yhtéalo

Laskimesta saadaan

%—0,67449... (tai taulukosta 0,67) | -15 1p (4p)

a=10,117... 1p(5p)

Vili on [100 — 10,117...;100 + 10,117...] = [89,88...;110,11...] ~ [90, 110].
Vastaus: Vali on [90, 110]. 1p (6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 12
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7. a) Milld muuttujin z arvoilla lauseke In(sinx) on mééritelty? Muuttuja x on
ilmaistu radiaaneina.
b) Madritd kaksidesimaaliset likiarvot yhtdlon |In(sina)| = 2 kaikille ratkaisuille
valilla 0 < = < 10,

Ratkaisu.
a) Funktio f(x) = sin x on madritelty kaikilla x € R.

Funktio f(z) = Inx on madritelty, kun x > 0.
Lauseke In(sin x) on siis madritelty, kun sinx > 0. 1p
Nollakohdat:

sinx = 0

r=nw, nel

N

NS N A
.-/' — — ”

Vélilla « € [0,27] on sinz > 0, kun x € |0, 7|.
Koska sin « on jaksollinen funktio (jakson pituus 27), niin yleisesti pitee

sine >0 <= x€2mn,2mn+7] <= v €2m,m2n+1)], neZ
2p (3p)

|In(sinz)| =2, 0<ax<10
In(sinz) = 2 tai In(sinz) = —2

2 2

sihx = e sinx = e~

2

Koska €2 > 1 > sinz ja 0 < e72 < 1, on yhtdld sine = e~ 2 niistd kahdesta

ainoa, joka on mahdollista ratkaista: 1p (4p)

sing = e 2

xr=0,1357...+2mn tai ®—0,1357...+2mn, n €L

Lasketaan likiarvoja n:n eri arvoilla:

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 13
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0,1357... 4+ 27mn
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m— 0,1357 + 27n

—6,147... <0

—3277 <0

0,1357...~ 0,14

3,0058 ... ~ 3,01

6,4189 ... ~ 6,42

RO = O =S

0,2890. .. ~ 9,29

12,70... > 10

15,57... > 10

Likiarvot valilla 0 < x < 10 ovat x = 0,14, z = 3,01, x = 6,42 ja x = 9,29. 2p (6p)
Vastaus: a) Lauseke In(sin x) on mééritelty, kun x € |2mn, 7(2n + 1)[, n € Z.

b) Yhtdlon |In(sinx)| = 2 kaksidesimaaliset likiarvot

valilla 0 < z < 10 ovat z = 0,14, x = 3,01, v = 6,42 ja v = 9,29.

Yksi ratkaisu vaarin -1p
Useampi ratkaisu vaarin -2p

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 14
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8. Oljysiilié on suoran ympyrélierion muotoinen, ja sen akseli on vaakasuorassa. Ak-
selia vastaan kohtisuoran poikkileikkauksen halkaisija on 1,3 metrié.

a) Maaritd sdilion pituus, kun sen tilavuus on 3000 litraa.
b) Oljyn korkeudeksi syvimmaéssid kohdassa mitataan 40 senttimetrid. Kuinka
monta litraa 6ljya on jaljelld sailiossa?

Ratkaisu.

I'.;A f
y ;‘s’ il
if;” h. il

Y0 em
a) Pohjaympyréin sdde on
1,3
r=2"2 0 65m.
2
Tilavuus on V' = 30001 = 3m?3.|Merkitddan siilion pituutta s:1l4 ja pohjan
pinta-alaa A,:1l4. 1p
V=A,5
Pohjan pinta-ala A, = 7r.
Vi=mris |- (7r7) 1p@p)
v
— 1
S= 3 (1)
B 3
70,652
= 2,26.

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 15
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Lasketaan sen pohjan osan pinta-ala, jonka 6ljy peittaé.
Kuvan suorakulmaisessa kolmiossa

(a) 2 r—h 065-04 025
“\2) T rF T T T 065 065
1760, || -2

Ympyriasegmentin pinta-ala saadaan vahentamalla kuvan kolmion pinta-ala
sektorin pinta-alasta.

A= Asektori - Akolmio

a 5 1,5 .
= —7&r° — —r°sina 2p (5p)
27 2
2
= 5(@ — sin «) (2)
Jaljella olevan 6ljyn tilavuus on
‘/('jljy =A-s

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 16
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Sijoitetaan yhtalot (1) ja (2

—

Viliy = %Z(oz —sina) - %Z
14 .
= 5(@ — sin «)
- 2(2,3520. .. —sin(2,3520...))
— 0,783
= 0,78 (m?)

Oljyn tilavuus litroina on siis 7801. 1p (6p)

Vastaus: a) Siilién pituus on 2,3 m.
b) Oljya on jaljelld 780 litraa.

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 17
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9. Suoran ympyrakartion muotoista telttaa varten on varattu 16 neliometrié kangas-

ta. Kangasta ei kayteta teltan pohjaan. Madrita pohjaympyran halkaisija silloin,
kun teltan tilavuus on suurin mahdollinen.

Ratkaisu. Merkitadn pohjaympyran siddetta r:lla ja sivujanan pituutta s:lla. Vai-
pan pinta-ala on siis

mrs =16 || : (7r)
16
= 1 1
T P (1)

Merkitdan teltan korkeutta h:lla.

Pythagoraan lauseella saadaan
P2 B2 — g2

h2 2 2

Sijoitetaan (1).

Kartionmuotoisen teltan tilavuus on

1
V=C-A
34

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 18
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Sijoitetaan yhtélo (2) ja A = mr?.

1, (162 1
R LU e

1 162 1

§JW‘ (?“)

1

:§\/256r2—7r2'r6. 1p (3p) (3)

Tama lauseke saa suurimman arvonsa silloin, kun juuren sisalla oleva lauseke
f(r) = 256r* — w2r°
saa suurimman arvonsa. Selvitetadn funktion f suurin arvo derivoimalla.

f'(r) = 512r — 67%r°  1p (4p)

Etsitdan derivaatan nollakohdat.

flr)=0
512r — 6m°r° = 0
r <512 — 67T27"4> =0
r=20 tai 512 — 67°r* = 0
6rrt =512 || : (677)
256
rt = 3_772

/256
r=E\32 106D

Teltan pohjan sdde on vahintdan nolla ja enintdan yhta suuri kuin sivujanan pituus
s. Ratkaistaan ylaraja yhtalosta (1).

16
=2
r
16
7”2:—
7
16
T = (i) ?

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 19
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Jatkuva funktio saa suljetulla valilla suurimman arvonsa derivaatan nollakohdassa
tai valin paatepisteissa. Etsitaan suurin arvo sijoittamalla.

f(0)=256-0—7%-0°=0

256
f ( v 32| = 501,83181 ... (suurin arvo)
T

f( 16) _p
i

Néin ollen tilavuuden suurin arvo saadaan, kun halkaisija on

256
d=2r=2y/5 =342053...~34 (m)
s

Vastaus: Teltan pohjaympyran halkaisija on 3,4m. 1p (6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 20
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10. Olkoon a > 0. Funktion f(x) = ay/x kuvaaja y = f(x) pyorahtda z-akselin ympéri
valilld [0, 1], jolloin syntyvian pyorahdyskappaleen tilavuus on 27. Maaritd tdmén

1
sriihdyskappaleen vaipan pinta-ala kaavalla A = 27 | 1+ f(x)? do
pyordhdyskappaleen vaipan pinta-ala kaavalla T |f(z)|\/1+ f(x)de

Ratkaisu.
y = f(z) =avz, a>0.

Kun kuvaaja y = y(x) pyorahtda z-akselin ympari valilla [0, 1], syntyvéin pyorah-
dyskappaleen tilavuus on 2.

Derivoidaan funktio f:

Vaipan pinta-ala on

A= [ @1+ fafde
_ 27r/01 2\/E|J1+ (%)2@;

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 21
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Vo >0, joten |2¢/x| = 24/x.

1 1
:2¢/2¢E1+—dx
0 e

I 1
:47r/ x<1+—> dz 1p (4p)
0 X

1
:47r/ v+ 1ldx
0
1

:47'('/ (:c+1)%d:c
0

N[

g(x+ 1)

(z+1)2 1p (5p)

[N

)

(1+1)2 = (0+1)
(

mﬁ—g.

8
Vastaus: Pyorahdyskappaleen pinta-ala on ?ﬂ (2\/§ — 1>. 1p (6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 22
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11. Osoita, ettd 7-jarjestelméssé ilmaistu luku as7° + as7* + a37> + a7 + a17 + a¢ on
jaollinen luvulla 6 tasmaélleen silloin, kun numeroiden summa as + a4 + ag + as +
a1 + ag on jaollinen luvulla 6. Téssa as, a4, az, as, a1,a9 € 0,1,2,3,4,5,6.

Ratkaisu.

Vaite. Luku
as7® + a7 + as7* + ap7* + a1 7 + ag

on jaollinen luvulla 6 tasmalleen silloin, kun numeroiden summa
CL5+G4+G3+CL2+G1,

missd as, ay, as, as, a; € {0,1,2,3,4,5,6} on jaollinen luvulla 6.

TAPA 1

Todistus. 7=1 (mod 6), joten kongruenssin tulosddnnoén nojalla
™=1 (mod6) 2p
. Tésta seuraa kongruenssin tulo- ja summasiédntojen nojalla, etta

0,575 -+ Cl474 + a373 -+ CL272 -+ a17 + aop
= @515 + a414 -+ CL313 + a212 + a1 + ag (mod 6) 3p (5p)
=as+ay+as+as+a;+ap (mod 6)

Néin ollen luku
as7° + a7+ a3 + asT* + a7 + ag

on jaollinen luvulla 6 tasmélleen silloin, kun luku

as + a4 + as + as + ay

on, koska luvut ovat kongruentit modulo 6. [
1p (6p)
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TAPA 2

Todistus. Kaikilla n patee

= (6+1)" §i<:>6k1”k ﬁi(Z)#%:( )@H%s}j( )M71—1+ﬁnm,

k=0 1p

missa my, = > 54 (Z) 6*~! on kokonaisluku. Nyt

as7° + a7 + a3 + as 7> + a7 + ag
= as(1 + 6ms) + as(1 + 6my) + as(1 + 6mg) + az(1 + 6ms) + a1(1 + 6my) + ag
= (a5 + a4 + as + as + a1 + ag) + 6(asms + agmy + agms + asms + aymy)
= (a5 + a4 + az + as + a1 + ap) + 6m,

missia m = asms + asma + azms + asmso + aym; on kokonaisluku. 2p (3p)
Jos asT° + as7* + a373 + as7? + a1 7 + ag on jaollinen luvulla 6, niin jollain p € Z on

as7° 4+ a7 + as7> + as7* + a1 7 + ag = 6p
(a5+a4+a3+a2+a1+ao)+6m:6p
a5+a4+a3+a2+a1+ao:6(p—m),

missd p —m on kokonaisluku, joten as + a4 + as + as + a1 + ap on jaollinen luvulla
6. 1p (4p)

Jos as + a4 + a3 + as + a1 + ag on jaollinen luvulla 6, niin jollain ¢ € Z pétee
as + a4 + as + as + a1 + ag = 6¢. Talloin

asT’ + a7 + a3’ + a7’ + a7+ ao = (as + a4 + az + as + ay + ag) + 6m
= 6g + 6m
= 6(g +m), 1p (5p)
missé ¢ +m on kokonaisluku, joten as7° + as7* 4 a373 + as 7 + a1 7 + ap on jaollinen

luvulla 6. ]
1p (6p)
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12. Ttalialainen Fibonacci laski vuonna 1225 yhtalon x® + 222 + 10z — 20 = 0 juurelle
likiarvon z ~ 1,368808108.

a) Osoita, ettd yhtalolla on tdsmélleen yksi juuri reaalilukujen joukossa.

b) Kuinka mones Newtonin menetelmén iterointikierros tuottaa ensimmaisen ker-
ran samat yhdeksdn desimaalia kuin Fibonaccin likiarvossa, kun alkuarvona
on rg =17

Ratkaisu.

a) Merkitdan f(z) = 2* + 22% + 102 — 20.
Tutkitaan derivaattaa:
f'(x) = 32 + 4z + 10 1p

Nollakohdat:
fl(x)=0
322 +4x+10=0

—44+/42—-4-3-10
€Tr =
2-3

Koska 42 —4-3-10 = —104 < 0, derivaatalla ei ole nollakohtia. Funktio f on
siten aidosti monotoninen, joten silld on enintdén yksi nollakohta. 1p (2p)
Koska f on paritonasteinen polynomi, silld on vahintdan yksi nollakohta.

Siten yhtalolld on tdsmaélleen yksi juuri. ]
f(n) 1o G)

b) Iteroidaan x,41 = x, — m 1p (4p)
To = 1
21~ 1,411176470
2y ~ 1,36933647
75 ~ 1,368808189

24 ~ 1,368808108 1p (5p)

Nahdain, ettd samat desimaalit saadaan ensimmaisen kerran neljannelld ite-
rointikierroksella. 1p (6p)
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13. a) Osoita erotusosamédrédé tutkimalla, ettd funktio

on derivoituva kohdassa x = 0.
b) Olkoon g(z) = f'(x), kun x € R. Osoita erotusosamééria tutkimalla, ettei
funktio g(x) ole derivoituva kohdassa x = 0.

Ratkaisu.
a) Tutkitaan erotusosamé&éra

x

ftw-—fUD?Blfbr‘lﬁm::1+u|_

— = 1p (2
—0 r—0 . 1+ e P (2p)
o o) - 0 L
w —_
20 20 o201 4 |z] 140
Koska erotusosaméaran raja-arvo on olemassa, f on derivoituva kohdassa 0.
O]
b) Kun x > 0, f(x) = T2 eli Tp (3p)
1-(1+x)—x-1 1
_ _
Kun z < 0 flx) = T el
x , on =1 °li
1-(1—2)—a-(—1) 1
— / — — 1 4
g(z) = f'(x) 1—2) e e

Kun z = 0, on ¢(0) = f’(0) = 1.
Siis, kun « > 0, ¢g:n erotusosamaarille saadaan

g() —g(0) _ fep — 1 1-(1+a)

r—0 x (14 x)?
B 1—1—23:—:1:2_ —2x —x
r(1+2)2 o(l+x2)?
—2—-x
= —F— = -2, k — 0% 1p(5
1+ a) : un x p (5p)
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ja, kun x < 0, on

g(2)—g(0) _wap—1 _1-(1—a)

r—0 x (1l —x)?
Cl1-142z—-2* 20-—u
o z(l—-2)?2 z(l—2)?
2—x

:m—)l kun ¢z — 0~

Toispuoleiset raja-arvot ovat siis erisuuret, joten g ei ole derivoituva origossa.
1p (6p)
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*14. Koirien kaksipéaivéiseen HeindHaukku-tapahtumaan ilmoittaudutaan joko lauan-
taindyttelyyn, sunnuntaindyttelyyn tai molempiin. Erddna vuonna HeindHauk-
kuun ilmoitettiin 1372 koiraa, joista 31 ilmoitettiin vain lauantainayttelyyn ja 43
vain sunnuntainayttelyyn. Olkoon L tapahtuma "HeinaHaukkuun ilmoitettu koi-
ra ilmoitettiin lauantainayttelyyn” ja S tapahtuma "HeindHaukkuun ilmoitettu
koira ilmoitettiin sunnuntainayttelyyn”.

a) Laske todenndkoisyys P(L ja S) kyseisend vuonna. (3 p.)

b) Miten todennikoisyyslaskennassa méadritellddn kahden tapahtuman riippumat-
tomuus? (2 p.)

¢) Ovatko L ja S riippumattomia kyseisend vuonna? (2 p.)

d) Olkoot yleisesti a vain lauantaille ilmoitettujen koirien lukumééré, b kummal-
lekin paivalle ilmoitettujen lukuméara ja ¢ vain sunnuntaille ilmoitettujen lu-
kumaara. Milla lukuja a, b ja ¢ koskevalla ehdolla tapahtumat L ja S ovat
riippumattomia? (2 p.)

Ratkaisu. ]
p
a) Molempiin péiviin ilmoitettuja koiria on 1372 — 31 — 42 = 1298 kappaletta,l eli

1298 649 2p (3p)
_ = 0,9460 . .. ~ 94,6%.
1372 686

P(Lja S) =

b) Tapahtumat A ja B ovat riippumattomat, jos
P(A)=0 tai P(B|A)= P(B). 2pr(5p)

Virilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei edellytetd koevastauksessa: Joissain
lahteissa tapahtumien A ja B riippumattomuus maéritellddn ehdolla

P(Aja B) = P(A)P(B),

miké kiy myos tehtavadn vastaukseksi. Niissé lahteissé, joissa kaytetadn ensim-
méiisend esitettyd madritelmad, usein johdetaan kaava P(A ja B) = P(A)P(B)
seurauksena tapahtumien riippumattomuuden méaritelmasta.

¢) Lauantain néyttelyyn osallistuu 1372 — 43 = 1329 koiraa. Huomataan heti,
ettd P(L) # 0. Koska P(L ja S) = P(L)P(S|L), niin

P(L ja S)

P(L)
1298/1372 1298
1329/1372 1329

P(S|L) =

1p (6p)
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Sunnuntain nayttelyyn osallistuu 1372 — 31 = 1341 koiraa

1341 1298
= = P(S|L).
(%) 1372 7 1329 (S]L)
L ja S eivat ole riippumattomat. 1p (7p)
d) Voidaan olettaa, ettd a + b+ ¢ > 0.
b b
Py =27 pg = P pjasy = 0

a+b+c a+b+c a+b+c

Josa+b=0elia=0jab=0, L ja S ovat riippumattomat. Muuten

. b
P(S|L) _ P(L Ja S) _ a+b+c _ b . 1p (8p)
P(L) % avb

Ratkaistaan yhtalo

P(S|L) = P(S)
b b+ c
a+b: a+b+c
b+ W+ bE = ab + ac + B+ bé
ac =0
a=0 tai c=0.

|| kerrotaan ristiin

Tapahtumat ovat riippumattomat tasmélleen silloin, kun ¢ = 0 tai ¢ = 0. 1p (9p)
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n 1
*15. Tarkastellaan summaa — .
kz::l k(k+1)

a) Laske summat, kun n = 1,2,...,5, ja muodosta niiden perusteella arvaus
summan arvolle yldrajan n funktiona.

b) Madritd sellaiset kertoimet A € R ja B € R, ettd kaava

1 A B

FEe+1) ko kil

on voimassa kaikilla k£ > 1. (2 p.)

c) Todista a-kohdassa arvaamasi lauseke oikeaksi kiyttamélld b-kohdan kaavaa. (4 p.)
& 1

1) Mairitd raia. . .

) Méérita raja-arvo nl_)l’glo]; RSy (1p.)

Ratkaisu. . .
Sp=> ———.
2 kD)
a) Laskimeen sijoittamalla saadaan
1 2
S =< Sy = -
tT 2 >3
3 4
S — - S = —
! Y5
5
55 — 8 1p
Laskettujen arvojen perusteella arvataan, ettd summan arvo ylarajan n funk-
tiona on
S, = —
nT 1 e
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TAPA 1

Huomataan, etta kaikilla £ > 1

k1)1 k) —]

okt
okt k
Ck(k+1) k(k+1)
Ck+1—k
- k(k+1)
__ b e
k(k+1)

Taten kertoimilla A =1 ja B = —1 kaava

1 A B

RE+D) ko kil

on voimassa kaikilla £ > 1. 1p (4p)

TAPA 2

Olkoon k > 1 ja olkoot A ja B nollasta poikkeavia lukuja. Nyt

k+1) A k) B

FoEtd
Ak+1) Bk
RE+D) | RGE+D
A(k+1) + Bk

Rk + 1)
 Ak+ Bk A
 k(k+1)

(A+ B)k+ A

— C1p (3
k(k+ 1) P (3p)

Nyt jotta tehtavanannon yhtalo
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olisi tosi, taytyy kaikilla £ > 1 patea,
1=(A+ B)k+ A,
joka on mahdollista vain, kun A=1ja A+ B =0,¢eli B=—1. 1p (4p)

c)
= D

b-kohdan nojalla saadaan

& 1
52 (k) v

k=1
_1 1+1 1 1+ 1+1 1 -
1 3t37 313 “nn ny1 PR
_1+( 1+1)+(1 1) Jr( 1+1) 1
N 2 2 3 3 . n n) n+l
—0
— b — ——1—— 1p (7p)
n-+1
_n+1 1
T n+1 n+1
_n+1—1
 on+1
_on
o+ 1]
joten b-kohdan kaava on todistettu. O
d) 1p (8p)
n 1

li -
nooo Z Tk + 1)

Sijoitetaan c-kohdassa summalle todistettu lauseke

n (@
) 1
lim :
1

14+0
=1. 1p(9p)
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