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Tiesitko tata?
MAFY:n lddkiskurssi 2,5-kertaistaa mahdollisuutesi péaésta sisddn yhdelld yri-

tyksella. Poikkeuksellisen kovista tuloksista johtuen ldakikset alkavatkin tayt-
tyd MAFY:n kurssilaisista.

29 % vuonna 2016 Helsingin
suomenkieliseen yleislaakikseen
paasseista tuli MAFY:n kurssilta.

Laakiskurssi

« 5-8 taysmittaista harjoituspéasykoetta oikeassa koesalissa.

e Yksilollinen opetus mahdollistaa etenemisen omassa tahdissa. Kaikissa
ryhmissé on korkeintaan 16 oppilasta yhta opettajaa kohden.

« Voit aloittaa valintasi mukaan 29.8., 31.10., 9.1., 20.2. tai 28.3. Oppitunnin

ajankohdaksi voi yleensa valita aamun, iltapaivan tai illan.

DI-paasykoekurssi

« Voit harjoitella matematiikkaa, fysiikkaa ja kemiaa padsykoetta varten.

« 4 taysmittaista harjoituskoetta kustakin aineesta ja pitkalld kurssilla li-
saksi 2 yo-harjoituskoetta kustakin aineesta.

» Pitkakurssi 28.3.-26.5. ja kevatkurssi 20.2.-26.5.
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Pitkd matematiikka, kevat 2016
Mallivastaukset, 23.3.2016

Mallivastausten laatimisesta ovat vastanneet filosofian maisteri Teemu
Kekkonen ja diplomi-insin6ori Antti Suominen. Antti ja Teemu ovat perus-
taneet MAFY-valmennuksen, jota ennen Teemu opetti 5 vuotta lukiossa ja
Antti toimi tuntiopettajana TKK:lla. Nykyaan Teemu vastaa MAFY:n Jy-
vaskyldn kursseista ja Antti vastaa Mafynetti-ohjelman kehityksestd. Muut
mallivastaustiimin jasenet ovat Sakke Suomalainen, Matti Virolainen, Vilja-
mi Suominen ja Olli Hirviniemi. Nama mallivastaukset ovat Antti Suominen
Oy:n omaisuutta.

MAFY-valmennus on Helsingissa toimiva, valmennuskursseihin seké mate-
matiikan ja luonnontieteiden opetukseen erikoistunut yritys. Palveluitamme
ovat

o lddketieteellisen valmennuskurssit
e DI-valmennuskurssit
o yo-kokeisiin valmentavat kurssit

o Mafynetti - sihkéinen oppimateriaali.

Julkaisemme internet-sivuillamme kaiken palautteen, jonka asiakkaat anta-
vat kursseistamme. Néin varmistamme, etta palveluistamme kiinnostuneilla
ihmisilla on mahdollisuus saada tarkka ja rehellinen kuva siita, mita meilta
voi odottaa.

Tama asiakirja on tarkoitettu yksityishenkiloille opiskelukayttoon. Ko-
pion tésté asiakirjasta voi ladata MAFY-valmennuksen internet-sivuilta www.
mafyvalmennus.fi. Kaytto kaikissa kaupallisissa tarkoituksissa on kielletty.
Lukion fysiikan opettajana voit kayttda tata tehtavipakettia oppimateriaalina
lukiokursseilla.

MAFY-valmennuksen yhteystiedot:
www.mafyvalmennus.fi/yhteystiedot
info@mafyvalmennus.fi
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1. Téaydenna oikeiden vaihtoehtojen numerot alempaan taulukkoon.

1 2 3

A | Lausekkeen 1,13 arvo on 1,13 3,3 1,331
B | Tilavuus 0,5 m?® on sama kuin 501 | 5001 | 50001
C | Luvuista %, g ja % suurin on % % ;—?
D | Luvun —a + b vastaluku on b—a|a—b|—a—0b
E | Yhtédlon 2?2 — 32 + 1 = 0 juurten summa on 3 4 5)
F | Tuotteen hinta nousee ensin 10% ja laskee | 99% | 100% | 101 %

sitten 10 %, joten lopullinen hinta on ... al-

kuperéisestd hinnasta

Ratkaisu.

Kohta A|B|C|D|E|F )
Vaihtoehdon numero 1 3 12 T2 2 [ 1 [ 1 —2Loikea kohta

Perustelut ja selitykset: (ei vaadita koevastauksessa)
A)

1,12=1,1-1,1
=1-1,1+0,1-1,1
=1,1+0,11
=121

1.1°=11-1,1-1,1
=1,1-121
=1-1,21+0,1-1,21
= 1,21 + 0,121 = 1,331.

B)
0,5m?® = 0,5 - 1000 dm?® = 500 dm?® = 5001.

C) Lavennetaan luvut samannimisiksi:

D2 14
3721
96 18
721

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 1
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Nyt ndhdaén, ettéa
14 16 18

21 S 21 Sar
6

joten suurin luvuista on .

D)
—(—a+b)=a-—0b.

E) Ratkaistaan yhtalon juuret.

2 —3cx+1=0

—(=3) £ /(-3)2—4-1-1

1‘:
2-1

3++6

l‘:
2

3+v5 . 3—vb

xr = 7 tal xr = 5

Juurien summa on siis

3+v5 3—V5 3++54+3—-25 6
5 T3 2 T2

F) Merkitaan alkuperaista hintaa a:lla.

10% korotus: 1,1a
10% lasku: 0,9-1,1a
=(0,9-1409-0,1)a
— (0,9 +0,09)a
— 0,994,

joten uusi hinta on 99% alkuperiisesta.

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 2
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2. a) Sievennd lauseke z — (222 — (3z — 42?)).
b) Osoita, ettd luvut

ovat toistensa kaanteislukuja.
¢) Osoita, etti va + b < v/a + /b, kun a > 0 ja b > 0.

Ratkaisu.
a)
r— (22° — (31 — 42%)) = 2 — (22 — 32 + 42?)

=x — 22% + 3z — 42

= —62” + 4o 1p(2p)
b) Kééanteislukujen tulo on 1.
V6 V6
32 o)
6
=-=1
6
Luvut ? ja @ ovat toistensa kaanteislukuja. 1p(4p)
c) Oletus: a > 0jab> 0.
Viite: va+b < ya—+ b
Todistus:
a+b<a+b+2\/%, kuna >0jab>0 1p(5p)
a+b< (Va)?+2y/avb+ (Vb)?
a+b< (vVa+Vb)?
\/a+b<\/5+\/l_), kuna >0jab>0 L1 {1p(6p)

Ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 3
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a) Laske vektoreiden @ = 2i — 35 ja b= —i — 7§ pituudet ja pistetulo a - b.

b) Laske integraali

J "3+ Va) da.
Ratkaisu.
a)
jal = /22 + (-3)2 = V13
B = /(=1)2 + (-7)2 = V50 = 5v2 1p(2p)
a-b=2-(=1)+(=3)-(=7)
=—2+21
19 1p(3p)
b)

.“

Ip(4p

1p(5p)

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit

1p(6p)



-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

4. Alla olevassa kuviossa on erdan funktion f(x) derivaattafunktion f'(z) kuvaa-
javalilla —1 < x < 5.

a) Maarita kuvaajan perusteella derivaattafunktion f’(z) nollakohdat.

b) Maaritd kuvaajan perusteella ne vélit, joilla funktio f(z) on kasvava.

¢) Méérita kuvaajan perusteella funktion f(z) paikalliset d4riarvokohdat ja
niiden tyypit.

at
tb
i
~
S
N~—

g
\

N W
~—_

—

—_

o &

C

1
at

Ratkaisu.
a) Valillda —1 <z <5 on f'(z) =0, kun

x =0 tai

3

Zz

b) f(x) on kasvava, kun f’(x) > 0 eli ainakin valilld 0 < x < 5.
¢) Laaditaan f:n kulkukaavio

-1 0

3 5
fla)y | -+ +
ORIV AVA

Paikallinen minimi kohdassa x = 0.

Ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 5)
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5. Eurooppalaisessa ruletissa kierroksen tulos on yksi luvuista 0, 1, 2, 3, ..., 35,
36, jotka kaikki ovat yhta todennékoisid. Luku 0 on musta, ja muista luvuista
puolet on punaisia ja puolet valkoisia. Laske seuraavien pelitapojen voittojen
odotusarvot, kun panoksena on 1 euro.

a) Pelaaja valitsee yhden luvuista 0, 1, 2, 3, ..., 35, 36. Jos kierroksen tulos
on tama luku, niin pelaaja saa takaisin oman panoksensa ja voittaa 35
euroa. Muissa tapauksissa han haviaa panoksensa.

b) Pelaaja valitsee vaakarivin
71819}

Jos kierroksen tulos on jokin naistd luvuista, niin pelaaja saa takaisin
oman panoksensa ja voittaa 11 euroa. Muissa tapauksissa han haviaa pa-
noksensa.

c) Pelaaja valitsee valkoisen vérin. Jos kierroksen tulos on jokin valkoinen
luku, niin pelaaja saa takaisin oman panoksensa ja voittaa 1 euron. Muissa
tapauksissa hian havida panoksensa.

e e

i

(2 | |
| |6 |
8 | |
1]
| |15 |
[y (18]
20 | |
3
26 | |
30
B
35 | ]

<fi.wikipedia.org>. Luettu 23.3.2016.

Ratkaisu. Lukujoukossa 0,1,2,3,...,35,36 on 37 eri lukua, joista eri vareja
on 1 musta, 18 punaista ja 18 valkoista.

Laakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etdkurssit 6
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a)
E(X) = PuoittoXvoitto T Pei voittoaXei voittoa

:;7-35€+;’$-(—1€)
— _317€ 1p(2p)

b)
B(X) = ;7-11€+§‘71-(—1€) e
— _317€ 1p(4p)

c)

E(X) = P("valkoinen”) - Xyoitto + P("pun. tai musta”) - Xei voittoa
- Caer S e
__ 1 € 1p(6p)
_37

Ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 7
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. Maapallon sidde on 6371 km, ja sen pohjoisen napapiirin leveysaste on 66,5.
Pohjoiselta napapiiriltéa valitaan pisteet A ja B, joiden pituusasteiden erotus
on 90 astetta.

a) Méarita pisteiden A ja B vélisen viivasuoran tunnelin pituus.
b) Maarité pisteiden A ja B vélisen lyhyemméan napapiirin kaaren pituus.

Ratkaisu.

R =6371km

a = 90° —66,5° = 23,5°
Pohjoinen napapiiri muodostaa ympyran P. Sen séteelle r pétee
r
R

r= Rsina (1)

a) Janan AB pituus saadaan tasakylkisestd ja suorakulmaisesta kolmiosta
ABP.

sina =

|AB| = V2r
Sijoitetaan (1), saadaan
|AB| = V2Rsin 1p(2p)
= /26371 km - sin 23,5°
= 3592,711... km
~ 3600 km 1p(3p)

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 8
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b) Kulmaa 90° vastaava kaarenpituus AB on

90° 1 .
T o = 37 R-sina 1p(4p)
1
— 57? -6371 km - sin 23,5° 1p(5p)
=3990,498 ... km
= 4000 km 1p(6p)

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit
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7. Kolme ympyréa sivuaa toisiaan oheisen kuvion mukaisesti. Ympyroiden keski-
pisteet ovat A, B ja C' ja niiden siteet samassa jarjestyksessa 3, 3 ja 2. Kuinka
suuri ympyra mahtuu ndiden kolmen ympyréan véliin jidvain alueeseen? Anna
vastauksena taman ympyran sateen tarkka arvo.

=

Ratkaisu.

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 10



-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

Kuvassa kolmio ABC' muodostuu ympyroéille A, B ja C, niiden sivuamispis-
teiden kautta piirretyisté siteistd. Piste M on ympyroiden A ja B sivuamis-
piste, sekd janan AB keskipiste. Merkitdan véliin jaavaa ympyrada O:lla ja
sen sédetta r:114. Muodostuu siis kaksi tasakylkista kolmiota ABC' ja ABO.

A

Korkeusjanan MC' pituus on
IMC| = V52 —32=4.

Joten korkeusjanan MO pituus on

—
a

Nyt kolmiosta AMO saadaan Pythagoraan lauseella

F+2-r)?=03+r) 2p(5p)
J+4—dr+77 =9+6r+5°

10r =4

2

r=-

5

. 2

Vastaus: Ympyréan side on £ 1p(6p)

Ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 11
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8. a) Muodosta sen tason yhtéld, joka kulkee pisteen (2,4, 6) kautta ja leikkaa
ry-tason pitkin suoraa x + 2y = 3.
b) Missé pisteissé a-kohdan taso leikkaa koordinaattiakselit?

Ratkaisu.
a)

Olkoon kysytyn tason yhtalo
ax + by +cz +d = 0. (1)

xy-tason pisteille patee z = 0, joten xy-tasossa olevat tason (1) pisteet
toteuttavat yhtélon az + by + d = 0. Tehtdvanannon mukaan leikkaus-
suora zy-tason kanssa on x + 2y — 3 = 0, joten yksi ratkaisu yhtélon (1)

kertoimille on a =1, b =2 ja d = —3.

Ratkaistaan ¢ sijoittamalla tason yhtdloén (1) tunnetun pisteen koordi-
naatit (2,4,6).

1-242-44¢-6-3=0

6c=—7 | :6
7
€="5% 1p(2p)

Tason yhtalo on

7
:c—|—2y—62—320 | -6
60+ 12y — 7z — 18 =0 10(30)

Tasoon kuuluu piste C' = (2,4, 6) seké xy-tason suoran x + 2y = 3 pisteet.
Valitaan em. suoralta pisteet A = (3,0,0) ja B = (1,1,0), jotka kuuluvat
siis myo0s tarkasteltavaan tasoon. Piste P kuuluu tasoon, jos joillakin s,t €
R

OP = OA+tAB + sAC
=3i +t(—2i +J) + s(—i + 45 + 6k)

= (3—2t — s)i + (t +4s)j + 63k (2)

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 12
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Kirjoitetaan yhtéalot koordinaateille x, y, z ja eliminoidaan s ja t.

r=3—-2t—s (3)
y=1t+4s (4)
z = 6s (5)
Yhtélosta (5) saadaan
z
=—. 6
s=2 (
Sijoitetaan (6) yhtaloon (4), saadaan
z
=t+4-=
Y + 6
2
t=y—= 7
y-32 (7)
Sijoitetaan (6) ja (7) yhtaloon (3), saadaan
2 z
=3-_92(y—22)=-Z2 | -6
! (y 3'2) 6 |
6 =18 —4(3y —2z) — 2
6r =18 — 12y + 8z — 2
6r + 12y — 72— 18 =0
Vastaus: Tason yhtalo on 6x + 12y — 72 — 18 = 0.
b) Lasketaan leikkauspisteet.
x-akselilla y = 0,2 = 0.
6r —18 =0
6r =18
xr =
y-akselilla x = 0,2 = 0.
12y —18 =0
12y =18
_3
Y73
Ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 13
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z-akselilla z = 0,y = 0.

—72—18=0
—T7z =18
18
S

Vastaus: Taso leikkaa koordinaattiakselit pisteissé (3,0,0), (0,2,0)
ja (07 07 _g) 1p(6p)

Huom! Kohdassa a) vastaukseksi riittd4 myos tason vektorimuotoinen yhtélo
(2) tai parametrimuotoinen yhtélé (3)-(5). b-kohdan ratkaisu parametrimuo-
toisen yhtalon avulla on kuitenkin hieman tyolaampi kuin tassé esitetty tapa.

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 14
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9.1. Luvun v20 likiarvoja voidaan laskea tarkastelemalla jonoa suorakulmioita,

joiden pinta-ala on 20. Aloitetaan suorakulmiosta S, jonka sivujen pituudet

ovat
) 20
r1=1 ja y=—.
I
Seuraavan suorakulmion Sy yhden sivun pituus z, saadaan laskemalla lukujen

x1 ja y; keskiarvo, jolloin toisen sivun pituus on

20
Y2 = —

) .

Tiedetddn, etta jatkamalla talla tavalla saadaan jono suorakulmioita Sy, Ss,
Ss3, ..., joiden muoto ldhestyy neli6td. Témén nelion sivun pituus on silloin
v/20. Maérité approksimaation x5 suhteellinen virhe oikeaan 8-desimaaliseen
likiarvoon v/20 ~ 4,47213596 verrattuna. Anna vastaus prosenttiyksikén kym-
menesosan tarkkuudella.

Sy, Yn
T,
Ratkaisu. 50 90
T =1, y=—=—=20
T 1

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 15
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Lasketaan approksimaatio xs.

www.mafyvalmennus.fi

RTTyT T T T e
2020 40
Y2 = ) a % - 2]_
. :x2+y2 _ %—F% _ 521
s 2 2 84
20 20 1680
BT T T a1
oy = Tty _ St Sy 412561
2 2 87528
, 20 20 1750560
4= T T fzsel
xy A2 419561
412561 1750560
N T Sas T st _ 323429594401
2 2 72221278416

Suhteellinen virhe on

44721
7 = 4.47213596] _ ) 101581~ 01%

4,47213596

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit
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9.2. Funktion g(z) arvoille on voimassa —20 < g(z) < 16 kaikilla x € R. Osoita,
ettd funktio f(x) = z%g(z) on derivoituva kohdassa z = 0.

Ratkaisu. Muodostetaan funktion f(z) = z?g(x) erotusosaméira kohdassa
r=0.

p

I
8
2
Na¥
i

Arvioidaan erotusosamééraa kayttaen tietoa —20 < g(z) < 16.

Kunz >0

—20<g(z) <16 |-

—20z < zg(x) < 162 1p(3p)
Koska —20x — 0, kun z — 0 ja 162 — 0, kun  — 0, ja xzg(z) on niiden
valissé, niin myos zg(x) — 0, kun x — 0+. 1p(4p)
Kun z <0

—20<g(z) <16 |-z
—20z > xg(x) > 162 1p(5p

.“

Vastaavasti kuin edelld zg(z) — 0, kun z — 0—.

Koska erotusosaméaran vasemman- ja oikeanpuoleiset raja-arvot kohdassa
x = 0 ovat yhta suuret, on f(x) derivoituva kohdassa = = 0. 1p(6p)

Arvioidaan erotusosamééraéd kayttden tietoa —20 < g(x) < 16 < 20, mistéa

ehdosta seuraa, etté |g(x)| < 20. 1p(3p)
Edelleen
zg(z) < |zg(z)]
= [z[lg(z)|
< |z|-20 = 0, kun x — 0. 1p(4p)

Ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 17
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Toisaalta

zg(z) > —|zg(z)]
= —[z[g()]
> —|x| - 20 — 0, kun x — 0. 1p(5p)

Néin ollen zg(x) lahestyy lukua 0, kun z ldhestyy lukua 0. Siis
— f(0
@)~ )

z—0 z—0

:(]7

eli f on derivoituva kohdassa x = 0. 1p(6p)

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 18
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10. Lauseke 2016216 esitetdin kymmenjirjestelmin lukuna.

a) Mika on luvun viimeinen numero?
b) Mitka ovat luvun kaksi ensimmaista numeroa?
¢) Kuinka monta numeroa luvussa on?

Ratkaisu.

a)

Tarkastellaan lukua 2016 modulo 10. 2016 = 6 (mod 10), joten
2016%'% = 6291 (mod 10).
Koevastaukseen kuulumaton lisdselitys: Huomataan, etté
6-6=36=6 (mod 10),

josta keksitaan, etta kaikilla kokonaisluvuilla n patee

6" =6 (mod 10).

Todistetaan induktiolla, ettd 6™ = 6 (mod 10) kaikilla positiivisilla koko-
naisluvuilla n. Alkuaskel n = 1:

6' =6 (mod 10).

Induktio-oletus: Oletetaan, etti 6 = 6 (mod 10) positiivisella kokonais-
luvulla &.

6™ =6-6° (mod 10)

=6-6 (mod 10)
=36 (mod 10)
=6 (mod 10)

Induktio-oletuksesta seuraa siis, ettd 6*1 = 6 (mod 10). Induktioperiaat-
teen nojalla nyt siis 6" = 6 (mod 10) kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla

n.

Siten

20162"1% = 6291 =6 (mod 10).

Luvun viimeinen numero on jakojaédnnos, kun luku jaetaan 10:114. Siten
luvun 20162 viimeinen numero on 6. 1p(2p

Ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 19
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6-6=36=6 (mod 10).
Tata hyodyntamaélla saadaan:

62016

(62)1008 — 61008 = (62)504 — 6504

(62)252 6252 ( )126 6126
(62>63 — 663 =6- 662 =6- 631

= 6 (62)16 — 616 (62)
=6° = (6°)' = 6" = (6°)°
=6>=6 (mod 10).

Luvun viimeinen numero on jakojaannos, kun luku jaetaan 10:1l4. Siten
luvun 201626 viimeinen numero on 6.

2016 — 2016 | 92016
67" =273

— 92016 _ 92-1008
=273

= 220169108 i5ij. 9 = —1 (mod 10)
= 22016 . (_1)1008

= 22016‘

Luku 2216 on riittédvin pieni, ettéd laskimesta saadaan kaikki sen numerot
7524 ...5536
Luvun viimeinen numero on jakojdannos, kun luku jaetaan 10:114, joten
22016 =6 (mod 10).
Néin ollen edelld olevan laskun perusteella myos

610 =229 =6 (mod 10),

joten samalla perusteella myds luvun 20162°'% viimeinen numero on 6.
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b) Otetaan luvusta 2016%°*® kymmenkantainen logaritmi.

lg (20162'°) = 2016 - 1g(2016) = 6661,8529 ...

Talloin
20162016 — 10666178529... 1p(3p)
— 1()6661+0,8529...
— 100,8529... . 106661
= 7,1269. .. - 10%°1
eli kaksi ensimmaéistd numeroa ovat 7 ja 1. 1p(4p)
c) Edellisen kohdan perusteella
2016%°16 = 7,1269. .. - 105061
joten luvussa 2016%°'% on yhtd monta numeroa kuin luvussa 10%¢1 eli
6662 numeroa. 2p(6p)
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11. Tehtaassa valmistetaan tolkitettyja sailykehedelmié. Paarynanpuolikkaita pa-
kataan suoran ympyrélierion muotoiseen peltitélkkiin. Tolkin pohja- ja kansi-
levyjen materiaalin hinta on 2,00 €/m? ja vaipan materiaalin hinta 1,00 €/m?.
Suunnittele materiaalikustannuksiltaan mahdollisimman halpa peltitolkki, jon-
ka tilavuus on 1000 cm®. Anna vastauksena tolkin korkeuden ja pohjan hal-
kaisijan suhteen tarkka arvo.

Ratkaisu. Olkoon tolkin pohjan halkaisija d ja tolkin korkeus h. Silloin tila-
vuudesta:

H__/
4
d 2
10000=m-(=] -h
()
4000
h= T

Vaipan pinta-ala neliosenttimetreina on

4000
wdh = 7wd 5

4000
~ o d

ja pohja- ja kansilevyjen yhteenlaskettu pinta-ala on vastaavasti

on (1) 7
2/ 27

Yhteenlaskettu hinta on silloin euroina

2 wd? 1 4000 1 , 4000
= (7rd + ) .

10000 2 10000 4 10000 d 1p(2p)
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Etsitdan hinnalle pieninté arvoa derivoimalla.

Fd) = — (m%‘moo), d>0

~ 10000 d
1 4000
() = —— - (2 d— >
Derivaatan nollakohdat:
1 4000
10000 ( T > 0 Il 10000
21d® — 4000 = 0
2wd® = 4000 | : 27
4000
B =
21
2000
d= ] —/—=
p 1p(4p)
Muodostetaan kulkukaavio:
1 4000 1
"M = — (271 — >: - (2m —4000) < 0
() = 5000 ( m 12 To000 " 7 )
1 4000 1 4
/1002-(2 - 100 — ): (200 —) 0
F1(100) = 75500 12 1002) ~ 10000 """ T 10)
0 /2000
fl@d | — |+
fld) |\ | 7
Pienin hinta saadaan siis halkaisijan ollessa 1/ 2(;&. 1p(5p)
Korkeus on talloin
4000
rd?
B 4000
R — )
- (7%)
2000
—9._=x
3/ 2000
_ 9 2000
T
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Kysytty suhde on

= /@~ 2 1p(6p)
s
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12. Tarkastellaan funktiota .
flw) = [ Isintldt,
0
kun 0 < z < 27.
a) Perustele geometrisesti kaava f(27) = 2f (7).
b) Laske f(z), kun 0 < x < 27.
Ratkaisu.
a) Funktion arvo

flzo) = /0 | sin ] dt

kertoo kédyrén y = sinz, x-akselin, suoran x = 0 ja suoran z = xy ra-
jaaman alueen pinta-alan. Sini on positiivinen valilla [0, ] ja negatiivinen

valilla [m, 27].

=,sin X

ﬂ\/\(

Koska sin(z + m) = — sin x, niin pinta-ala valilla [0, 7] on yhtd suuri kuin
pinta-ala valilla [, 27]. 1p(2p)

Siten pinta-ala vélilla [0, 7] on puolet pinta-alasta valilla [0, 27|, eli

f(2m) =2f(m). 1p(3p)

b) Tarkastellaan erikseen tapauksia 0 < z < 7w jam <z < 27.
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flz) = /Ox]sint]dt

= / sint dt
0

:/—cost

0
= —cosz — (—cos0)

=1—coszx

T<x<2m:

flz) = /0m|sint\dt

:/ |sint|dt—|—/ |sint|dt
0 T

:/ sintdt—l—/ _sintdt
0 T

™

:/—Cost+/cost

0
= —cosm — (—cos0) + cosz — cosm

=3+ cosz.

Taten

l—cosz, kin0<zx<nm
f(z) =
34 cosx, kunw <z < 27.
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13. Olkoot a, b ja c positiivisia reaalilukuja. Tetraedrin kolme kéarkeé ovat koordi-
naattiakseleiden pisteissa (a,0,0), (0,b,0) ja (0,0, c), ja neljas karki origossa
(0,0,0). Karkien vastaisten tetraedrin tahkojen pinta-aloja merkitddn samas-
sa jarjestyksessa kirjaimilla A, B, C, ja D, jossa D tarkoittaa origon vastaisen

tahkon pinta-alaa. Osoita, etté

A2+ B2+ (C?% = D2

Ratkaisu.
z
(0, 0. )
(0,b.0
\’ /
(¢,0,0)
(00 (0,00)
’ (0,0, <)
B
(2,0.0)
@00) (0,00
(0.0.0) 00 woy )
(0,4.0)
(2 0.0)

Sivuvektorit v ja w ovat
v = —ai+ bj + 0k
w = —ai + 0j + ck.

(0,6, 0)
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Lasketaan pinta-alat

1
A= Zbc

2

1
Bziac

1
C':iab

Koska sin? a + cos® @ = 1, niin |sina| = /1 — cos? a. Pinta-ala D on

1
D = 5|w||@y sin <(w, v)

1
= §|w|\@y¢1 — cos? <(1w, D)

2p(3p)

_ 2
1. W -V
— Z|w|[o]4|1 - | ==
2 @|[o]
1| (w - 7)?
_ - 21512 |11 —
2«“" o l |w|2|fa\2]
1
= VIoPpPE — (@ )2

= V@)@ + @) - (@)

1
= 5\/a4 + a2c? + a?b? + b2 — qt

= ;\/(50)2 + (ac)? + (ab)?

2p(5p)

Nyt saadaan, etta

D* = 111((1?0)2 + (ac)® + (ab)?)
1 2 1 2 1 2
- Z(bc) + ch) + Z(Gb)

= (;bc)2 + (;GC)Q + (;@b)2

:A2+B2+02

L 1p(6p)

Ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit

28



-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

Vaihtoehtoinen tapa laskea pinta-ala D tavassa I:

Pinta-ala D saadaan helpoiten ristitulon pituudesta

v = —ai + bj + Ok
w = —ai + 05 + ck
vxw=(bc—0-0)i+(0-(—a)—(—a)-c)j+((—a)-0—b-(—a))k
D=t xal
2
1
= S/ (00)? + (ac)? + (ab)? 2p(5p)

| Tapa L

Kolmas vaihtoehto pinta-alan laskemiseen on Heronin kaava, tosin se on tyolas
ilman symbolista laskinta. Merkitadn origon vastaisen tahkon sivujen pituuk-
sia x, y ja z:lla seuraavasti

(0,0,¢)

X 4
(0,%,0)
Z

Sivujen pituudet saadaan Pythagoraan lauseella
r=Va%+ 2 (1)
y=vb+c (2)
G s

Kolmion ala saadaan Heronin kaavalla
A= \/plp—=)p—y)(p—2),

jossa p = (z + y + z)/2. Sijoitetaan kaavat (1)—(3) Heronin kaavaan 1p(2p)
ja laskimella saadaan

(a.0,0)

1 1
A= 5\/a2(b2 +2) + b2 = 5\/(190)2 + (ac)? + (ab)?. 3p(5p)
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Nyt saadaan, etta

2 1 2 2 2
= 7((be)” + (ac)” + (ad))

LSV FIC IR PRy
= 4(bc) +4(ac) +4(ab)
L T ULty
—(2bc) +(2ac) +(2ab)
= A*+ B? 4+ (C? O

D
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