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a) Ratkaise yhtdlo 22 + 6z = 222 + 9.
1+ 1—2a2
b) Ratkaise yhtalo = :
) Ratkaise y alo T =175
c¢) Esitd polynomi 22 — 9z + 14 ensimméisen asteen polynomien tulona.

Ratkaisu.

a)

2?61 =22>+9
2 —6x+9=0

(x—3)*=0
r—3=0
x =3 2p

Vaihtoehtoisesti toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla tai suoraan laskimella:

2%+ 6x =227 + 9
x =3 (laskimella) 2p

b)
1 1 — 22
+x _ T (1)
l—o 1+ 22
Maarittelyehdot
1—2#0 ja 1+a*#£0
x# 1 toteutuu kaikilla z € R,

koska 1+ 22 > 0

Kerrotaan ristiin (1):

(14 2)(1+2%) = (1 —2%)(1—x) 1p(3p)
Lrdvotl=2F—z—a?+1

24% + 22 =0
2e(z+1)=0
=0 tai z+1=0
r=—1
Vastaus: © =0 tai x = —1 1p(4p)
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Huom: Laskinratkaisu on
nopea koetilanteessa, mutta
sinun tulee osata myo6s
edellinen tapa. Méaarittely-
l+z 1—g22 ehdoton tarked ymmartas,
l—2 1122 jos joudut esim. tutkimaan
rationaalifunktion kulkua.

Laskinratkaisu:

Vastaus: x = 0 tai x = —1 (laskimella) 2 D (4 p)
c)

RATKAISUVAIHTOEHTO 1

22 —9x+14=0
9% ,/(—9)2+4-14-1

X

2
r=2 tal =7 1p(5p)
Tekijélauseen perusteella
= 9r+14=(z—-2)(x—7) 1p (6 p)

RATKAISUVAIHTOEHTO 2

2> =9z + 14 = (z—2)(x —7)
(kaavalla (x + a)(z +b) = 2° + (a + b)x + ab) 2p(6p)

LASKINRATKAISU

22— 9z +14 = (z—2)(x —7) (laskimella) 2p(6p)
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2. a) Milld muuttujan x arvoilla polynomin P(z) = 2! — 23 + 2 derivaatta saa arvon
17

b) Maarita funktion 4z + cos(4x) kaikki integraalifunktiot.

c¢) Positiivinen luku a on 25 prosenttia pienempi kuin luku b. Kuinka monta
prosenttia luku b on suurempi kuin a.

Ratkaisu.

a)

Plx)=a2'—2"+u
P(z) =42 —32° + 1

1p
Derivaatta saa arvon 1, kun
P'(z)=1
a3 =324+ 1=/
*(4r — 3) =0
2> =0 tai 40 —3=0
3
x ai T=7
Yhtalon voi ratkaista myos laskimella.
3
Vastaus: © = 0 tai x = —
Tp(2p)
b) Merkitddn
f(z) = 4x + cos(4x)
F(z) = / (42 + cos(4a))da
1
= /4:1: dx + 1/4(:08(433)(133
— 4. —2% + 1sin4:p—|—C'
2 4
1
:2x2+zsin4x+0, CeR 2p(4p)
Vaihtoehtoisesti yksi integraalifunktio saadaan laskimella
1
/(41: + cos(4x))dr = 2% + 1 sin 4z, 1p(3p)
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josta saadaan kaikki integraalifunktiot lisdamalla integroimisvakio:

1
F(x):2x2+zsin4x+0, C eR. 1p (4 p)

c¢) Tehtdvinannon mukaan
a= 0,750, a > 0.
Siten kysytty vertailuprosentti on
1

1
b— 0,754 0,25
a_ #0758 _0, —0,333...~33%

— =
a 0.75 4 0,75
Vastaus: b on 33 % suurempi kuin a. 2p(6p)
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3. a) Maaritd vektoreiden a = i — 25 ja b = 3i + j vilisen kulman likiarvo asteen
kymmenesosan tarkkuudella.
b) Milld parametrin s arvolla vektorit @ = i — 2j ja ¢ = si + (1 — s)j ovat
yhdensuuntaiset?

Ratkaisu.

a)

a=1—2j, b=3i+7

Kulman suuruus saadaan pistetulon avulla

cos <t(a, b) = C_LE) (1)
[al[b]
a-b=1-3+(-2)-1=1 1p

b] = V32 + 12 = V10 1p(2p)

Lasketaan kulma yhtélosté (1):

. 1

cos<(a,b) = ——=
0=
<(a,b) = 81,869...°
~ 81,9°

Vastaus: Kulman suuruus on 81,9°. 1p(3p)

b)

a=1—2j, c=si+(1—35)j

Vektorit ovat yhdensuuntaiset tasmalleen silloin, kun

2 1p(4p)

Komponenttien yksikésitteisyydesta saadaan

{s:t (2
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Sijoitetaan (2) yhtéaloon (3), saadaan

1 —s=—2s
s =—1
Vastaus: Vektorit a ja ¢ ovat yhdensuuntaiset, kun s = —1. 1p (6 p)
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4. Milld parametrin k arvoilla kiyrien y = k2? ja y = k(x — 2)? leikkauspisteeseen
piirretyt tangentit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan?

Ratkaisu.
Y1 = ke
Yy = k(x — 2)?
Lasketaan kayrien leikkauskohta.
{ y = ka’ (1)
y = k(z —2)’ (2)

Oltava k # 0, koska télloin kyseessa olisi sama suora y = 0, eikd y; L y_|81J01te—
taan (1) yhtdloon (2). 1p

k(z —2)*=ka* | :k
(x —2)? = 22
22 —dx 4+ 4 = 22
xv=1 Tp(2p)

Yhtaloparin voi ratkaista myos laskimella.
Lasketaan kayrien tangenttien kulmakertoimet derivaatan avulla kohdassa z = 1.

yy(z) = 2kx yp(x) = 2k(x — 2)
ki = y1(1) ko = y5(1)
=2k-1 = 2k(1 —2)
= 2k = —2k 2p(4p)
Tangenttien kohtisuoruusehto on
ki-ky = —
2k - (—2k) = —
—4k* = -1 | :4
1
2 _ —
=1
_ 4/t
4
k=+—

1 1
Vastaus: Tangentit ovat kohtisuorassa arvoilla k£ = —3 tai k = 3 2p(6p)
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5. Pisteestd A(1,—1,0) siirrytddn 9 pituusyksikkod vektorin E_— 27 + 2k suuntaan
pisteeseen B ja siita edelleen 10 pituusyksikkod vektorin 3t—4k suuntaan pisteeseen
C'. Maarita pisteen C' koordinaatit.

Ratkaisu.

Lasketaan vektorien a ja b suuntaiset yksikkovektorit.

a = /12 + (=2)2 + 22 = 3
a 1- 2-  2-

a ; ;
373 "3/t gh P

O, kuva 1 p (3 p)

06° Tp(4p)
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Lausutaan paikkavektori OC vektorien OA, AB ja BC summana.

OC =0A+ AB+ BC 1p(5p)

—i—j+9a°+ 100°
o 1- 2-  2- 3- 4-
549 (=254 k)10 (22
PoIH (3Z 3{+3k)+_ (5Z 5’“)
=i —j+3i—6j+ 6k + 61— 8k
=10i — 75 — 2k

Vastaus: Kysytty piste on C' = (10, —=7, —2). 1p (6 p)
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6. Kolmion ABC kulman C' puolittaja leikkaa sivun AB pisteessd D. Pisteiden va-
lisille etdisyyksille on voimassa C'D = 6, AD = 4 ja DB = 3. Maaritd kolmion
sivujen AC' ja BC' pituuksien tarkat arvot.

Ratkaisu.
4
R A
X Y
4
A
# p 3 °©
Kulmanpuolittajalauseen mukaan
r 4 ||
y 3 7
4
_ - 1
v=3Y 1p (1)

Kosinilause kolmiolle AC'D on
42 = 2> +6>—2-6-x-cos(a), merkitddn cos(a) = 2
16 = 2% + 36 — 1222
1222 = 22 +20 || : 12z
22 4 20

ja kolmiolle BC'D

32 =9y +6°—2-6-y-cos(a)
2
YT+ 27
ST 1p(3p) 3)
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Yhdistetddn yhtalot (2) ja (3).
* 420  y* 427

= <12
122 oy 12
y(a® +20) = a(y® +27) |sij. (1)
(4 )2+20 4 (24—20 1p (4 p)
Y 3y = Sy Y p&p
Lp 16y =0
9y Yy =
4 2
—y°—16) =0
y<9y )
1, .
oY —16=0 (taiy=0)
y* = 36
= (£, v36
=0 1p(5p)
Sijoitetaan y = 6 yhtdloon (1).
4
— - .6=28
Y73

Yhtéloiden (1), (2) ja (3) muodostama yhtéloryhmé voidaan ratkaista myos
laskimella.

Vastaus: Kolmion sivujen pituudet ovat |AC| = 8 ja |BC| = 6. 1p (6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 11



www.mafyvalmennus.fi

2
7. Laske integraali / |2° — z|dz.
0

Ratkaisu. )
/ 2° — z|dx
0
Maéaritetdan itseisarvo paloittain.
22—z >0
Nollakohdat:
2 —x=0
(2 —1)=0
=0 tai 2°—1=0
22 =1
v =+V1
x ==+l 1p

Epéayhtalon ratkaisu on
—1<2x<0 tai x>1. 1p(2p)

Merkitddn itseisarvo paloittain vélilla [0, 2]:

3 r—2) kuin0<z <1
|27 — @] =1 4
r>—x, kunl1l<x <2
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Integroidaan paloittain:

2 . 1 , 2
0|33 —x|da::/0(x—a:)dx+/1(x — z)dx 2p(4p)
1 2
1 1 1 1
/(a7 =5w) (Gt =57 1P (5p)
S N RN
—(2 1 1 1" =0+ 1 2 5 2 1 1 5 1
0
2 Tp(6p)

*) Tasta valivaiheesta
eteenpain tuloksen
voi laskea suoraan
laskimella.
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8. Kaksipdivdisiin turnajaisiin osallistui kaikkiaan 329 ritaria. Heista oli ensimmai-
senéd paivana paikalla 302 ja toisena 285. Milla todenndkoisyydelld turnajaisiin
osallistunut ritari oli paikalla molempina péivina?

Ratkaisu.

TAPA |

Lasketaan todennédkoisyydet

302
Turnajaisiin osallistunut ritari oli paikalla 1. paivind P(A) = 399

285
Turnajaisiin osallistunut ritari oli paikalla 2. paivind P(B) = 329 2p

Kaikki olivat paikalla joko 1. tai 2. paiviana tai molempina paivina, joten
P(A tai B) = 1. Tp(@Bp)

Ratkaistaan kysytty todenndkoisyys P(A ja B). Yleisestd yhteenlaskusadnnosté
saadaan

P(A tai B) = P(A) + P(B) — P(A ja B) 1p(4p)
P(A ja B) = P(A) + P(B) — P(A tai B)
302 285
P(AjaB) == + == _1
(4ja B) = 355+ 339
258
P(Aja B) = —— =0,7841 ...
(Aja B) =335 =0
~ 784 %
Vastaus: Kysytty todennakoisyys on 78,4 %. 2p(6p)
TAPA 11

Merkitdan

n, = niiden ritarien méara, jotka osallistuivat vain 1. paivana
np = niiden ritarien maara, jotka osallistuivat vain 2. paiviana
nap = niiden ritarien maara, jotka osallistuivat molempina paivina

n=mna+ng+mnap =329 (ritarien mééra yhteensi)
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Tehtavanannon perusteella

na+ nag = 302
np + nap = 285 2p

na+np+nap+nap = 587
n;§29
329 + nyp = 587

nap = 258 2p4p)

Todennakoisyys, etta ritari osallistui molempina paiviné on

258
p="AB 2% 07841 .. ~ T84%
n 329

Vastaus: Kysytty todennékoisyys on 78,4 %. 2p(6p)
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2 T

9. Kayrien y = 2e7" ja y = x°e~* valiin jaavdan rajoitettuun alueeseen asetetaan
y-akselin suuntainen jana oheisen kuvion mukaisesti. Médarita taman janan suurin
mahdollinen pituus. Anna vastauksena tarkka arvo ja kaksidesimaalinen likiarvo.

Ratkaisu.

Selvitetaan leikkauskohdat.

yi(x) = y2()

2e % = g?e @
2¢ % —g?e® =0
<2 — xg) e v =0

Nyt koska e™® > 0 kaikilla reaaliluvuilla x,

2—a2?=0
$2 =2 1 P
r = +£v2 | (Yhtélon voi ratkaista myos laskimella. )

Tarkastellaan siis vilid [—v/2,v/2] eli [-1,41...;1,41...].
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Tp(2p)

joten koska y; ja yo ovat jatkuvia, yi(x) > yo(x) tarkasteluvélilla.| Taten janan
pituus on

l(x) = yi(x) — ya(w)

— 2e7 % — g% "

= (2 — xg)e_”” 1p(3p)

Derivoituvan funktion suurin arvo 1oytyy joko véalin paatepisteistd tai derivaatan
nollakohdista. Derivoidaan ¢(z).

((z) = —2we™® + (2 — 2°) - (—e™®)
— 227 — 2pe % — 2e7"
= (a;Q — 22 — 2) e * (Derivoinnin voi tehdd myos laskimella) 1 p (4 p)
Koska e~® > 0, derivaatan nollakohdat ovat lausekkeen % — 2z — 2 nollakohdat.
22 —22—-2=0
24,/(—-2)2—4-1-(-2)
x = 5
2+ 4+ 8
r=——

2
2412

x
2
1
2423
€Tr =
?
r=1—+v3 tai x=1++3 1p(5p)

r~-—073 tai z=2,73

Néistd vain 1—+/3 kuuluu tarkasteluvilille. Koska kayrat leikkaavat tarkasteluvalin
péadtepisteissd, suurin arvo on derivaatan nollakohdassa. Tama arvo on

01 =+3)=(2—(1=+3)%)e 1-V3
— (2—(1—2V3+3))eV?!
= (2 -1+ 2V3—3)e¥?!
—2(V3 - 1)6\/§_1 (Lausekkeen voi sieventdd myos laskimella.)
— 3.04436 . ..
~ 0 1p(6p)
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10. Poydalla on kolme samankokoista palloa, joista kukin koskettaa kahta muuta. Nii-
den péaalle asetetaan neljids samanlainen pallo, joka koskettaa kaikkia kolmea al-
kuperéistd palloa. Mikéd on rakennelman korkeus? Anna vastauksena tarkka arvo
pallojen sateen avulla lausuttuna.

Ratkaisu. Olkoon pallojen side r. Kun asetetaan kaksi palloa sivuamaan toisi-
aan, niiden keskipisteitd yhdistdva jana kulkee niiden sivuamispisteen kautta. Nyt
kun pallot ovat samankokoisia ja sivuavat toisiaan, niiden keskipisteita yhdistavat
janat muodostavat sdannollisen tetraedrin, jonka sivun pituus on 2r. Lasketaan
tetraedrin korkeus (kahdella eri tavalla).

TAarA 1

Yhden tahkon korkeusjanan pituus h’ saadaan tasasivuisesta kolmiosta pythago-
raan lauseella

v " v

1p
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Ylla olevassa kuvassa on esitetty tetraedri suoraan ylhaalta katsottuna. Tarkastel-
laan katkoviivalla merkittyd pystysuuntaista tasoa, joka leikkaa tetraedrin siten,
ettd sirma AB on leikkaustasossa. Janat BC ja AC' ovat tahkojen korkeusjanoja,
joten niiden pituudet ovat A’ = v/3r. 1p(2p)

Tahkot ovat tasasivuisia kolmioita, joten korkeusjanat ovat myos mediaaneja. Tie-
detddn, ettd ne jakavat toisensa suhteessa 2 : 1. Nyt symmetrian nojalla tetraedrin
ylimmasté karjestd B alatahkolle piirretty korkeusjana leikkaa alatahkon sen me-
diaanien leikkauspisteessé. Taten tetraedrin korkeusjana jakaa janan AC' suhteessa
2:1.

Alla olevassa kuvassa on esitetty kolmio ABC'. Kolmion korkeusjana h on myos
tetraedrin korkeusjana.

B

2
J3 h "
C i/—>a— A 1Tp(3p)
T tr FRv
Pythagoraan lauseella
2 2
(2r) = 1% + (§ 3r>
4
412 = h? + §r2
4
h* = 4r? 37’2
8
h2 — §702

8
h:<i>£r 2p (5p)
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TAprA 11

Tasasivuisen kolmion kulmat ovat 60°. Lasketaan tetraedrin tahkon pinta-ala.

A:%-2r-2r-sin(60°):2r2-§:\/§7“2 1p (1)

Sdannollisen tetraedrin tilavuus (MAOL:sta) on

(2r)%V/2 _ 8+/2r3 _ V/8r3

Vi="7 7 3 Tp2p) (2)

Toisaalta kartion tilavuuden kaavalla saadaan
1
V = gAh ||sij. (1)
V3r2h

h 1Tp(Bp) (3)

T
3
2
’
V=—
V3
Yhdistetdédn (2) ja (3):

AR
\/gh: 3 ” ) \/g

8
h:\/;r 2p(5p)

Nyt tetraedri on korkeudella r poydastéd, ja rakennelma ylettyy vield ylimmén
pallon sateen r verran tetraedrin ylapuolelle, joten rakennelman korkeus on

8 8
h+2r\/;r+2r(\/;+2)r 1p(6p)
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Olkoon .
sin x

, kun x # 0,
@) ={ = 7
1, kun z = 0.

1
Laske integraalin / f(x)dz likiarvo kayttdmaélld puolisuunnikassédéntod, kun ja-
0

kovélejéd on viisi.
Ratkaisu. :

sin

, kun x # 0,
flo) =4 =
1, kun z = 0.

Puolisuunnikassaannolli integraalin [ f(x)dz likiarvo viidelld jakovililld, joten

—— =0,2. 1
h = : p
Integraali
1 1 1
[ @) = B[ 370) + £0,2) + £(0,4) + £(0.6) + £(0.8) + 3 £(1)]

_ 09 1 . sin 0,2 . sin 0,4 . sin 0,6 N sin 0,8 +1 sin 1
T2 0,2 0,4 0,6 0,8 2 1
— 0,94507 . ... 4p (5p)

Tutkitaan saadun likiarvon tarkkuutta virhetermin avulla.

(b—a)*f"(t)

E, = — ., missda<t<b

e
1—-0 t
By =~ 12>-5}; =
Es = —f;é?, missd 0 <t < 1 (1)
Lasketaan 2. derivaatta
f(t) = SITM —t lsint

f'(t) = =t ?sint +t ' cost
f"(t) =2t sint —t *cost —t *cost —t sint
_ 2sint 2cost  sint

t3 12 t
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Graafisella laskimella todetaan, ettd f”(t) saa pienimmén arvon vélillda 0 < t < 1,
kun ¢ — 0. Talléin f"(t) — —0,333.
Siten virhetermin (1) suurin arvo on

—0,333

Fr~—
g 300

= 0,00111

Virhe on siis tuhannesosan luokkaa, joten pyoristetddn saatu integraalin arvo sa-
dasosien tarkkuuteen.

1
Vastaus: / f(x)dx = 0,95
0

Jarkeva perustelu pyoéristystarkkuudelle 1 p (6 p)
esim. virhetermia tutkimalla kuten edella

tai vertaamalla likiarvoa laskimella saatuun
integraalin tarkkaan arvoon.
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B 922 — 1
312 —5x—2

12. Merkitddn R(x) . Médrita raja-arvo.

a) lim R(x)

T—00
b) lim R(z)

LU—>—§

Ratkaisu.
a) Tarkastellaan lauseketta R(x), kun x > 2.

. 92?2 — 1 <w2_1_ 9% "
she0 32 —byp—2  avw3_2_2 <P
. 9-0
- 3-0-0
9
3
=3 Tp(3p)
b)
922 — 1
R —
(@)= 3 —50 =2
Ratkaistaan nimittajan nollakohdat.
322 =5z —2=0
5 /(—5)2 —4-3-(-2)
e 2.3
5+ /49
r=—""
6
547
r=—-"
6
1
— 2 tai —
X al T 3
Taten nimittaja on
1
2 J— J— — J— — — J—
342 — By —2 — 3(x — 2) (a: + 3) (0= 2B +1) 1p (4p) (1)
Osoittaja on
922 — 1= (30)* =12 = 30— 1)(3z + 1) (2)

Tarkastellaan lauseketta R(z), kun o # —3.
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922 — 1

R(z) — (3x — 1)(3z+1)
@) = @D

_33:—1

R(z) = 2= 1p(5p)

Tarkastellaan lauseketta R(z), kun x < 2.

3r—1
lim R(x)= lim ’
x—)—% z——L x—2
3-(—1) -1
o _1_
3
—1-1
- _1_%
3 3
—2
- 7
3
23
T
6
= — 1
7 p(6p)
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13. Osoita epédsuoraa todistusta kiyttamalld, ettd /2 ei ole rationaaliluku.

Ratkaisu. Rationaaliluvut voidaan esittaa muodossa —, missi n ja m ovat yhteis-
m

tekijattomia kokonaislukuja ja m # 0. 1p
Viite. V2 ei ole rationaaliluku.

Todistus. Tehdddn vastaoletus, ettd +/2 on rationaaliluku, eli
V2=
m7

missd n ja m ovat yhteistekijattomid kokonaislukuja ja m # 0. Nyt 1p(2p)

n
A=y
2_n3 | m3
m3 2

3

Taten koska m ja n ovat kokonaislukuja, luvun 2 taytyy olla luvun n tekija. Voi-
daan siis antaa n muodossa n = 2k, missi k on kokonaisluku. 2p (4p)

233 m>
2= 3 || e
m 4
me
;=

Nyt 2k3 on kokonaisluku ja m on kokonaisluku, joten luvun 2 tiytyy olla luvun
m tekija. Nyt kuitenkin luvuilla n ja m on yhteinen tekija 2, miké on ristiriidassa
vastaoletuksen kanssa. Téaten viite on tosi. ]

2p(6p)
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*14. Tarkastellaan tasokiyrid, jonka yhtéldo on 222 + 2y? — 3vy — 22 + 2y — 4 = 0.

a) Mééaritd kdyrdan ja koordinaattiakselien leikkauspisteet. (2 p.)

b) Osoita, ettd kaikki leikkauspisteet ovat saman ympyran kehélld, ja méaarita
tdman ympyran yhtalo. (3 p.)

c¢) Suora kulkee origon ja b-kohdan ympyran keskipisteen kautta. Missd pisteissa
tamé suora leikkaa alkuperdisen kdyran? (2 p.)

d) Onko alkuperiinen kédyra ympyra? (2 p.)

Ratkaisu.
a)
x-akselin yhtalo on y = 0 ja
y-akselin yhtalo on x = 0
x-akselin leikkauspisteet:

{2x2+2y2—3xy—2x+2y—4:() (1)
y=20 (2)
Sijoitetaan (2) yhtaloéon (1).
20" =20 —4=0 | :2 (3)
-1 —2=0
(x—=2)(x+1)=0
r=2 tai x=—1 1p

y-akselin leikkauspisteet:
Sijoitetaan x = 0 yhtéloon (1).

27 +2y—4=0 | :2 (4)
v +y—2=0
y+2)(y—1)=

Vastaus: z-akselin leikkauspisteet ovat (2.0) ja (=1.0) ja y-akselin leikkaus-
pisteet ovat (0, —2) ja (0.1). 1p(2p)

Yhtéloparin (1) ja (2) voi my6s ratkaista laskimella. Samoin y-akselin leik-
kauspisteen kohdalla.
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b) Keksitdan nokkelasti, ettd yhtélo
20° — 2w + 2> + 2y —4 =0 (5)

tulee muotoon (3), kun y = 0 ja muotoon (4), kun x = 0. Niin ollen kaikki
leikkauspisteet toteuttavat yhtdlon (5). 1 p (3 p)
Nelididdén yhtalo (5):
20 — 20+ 2y° +2y—4=0 | :2
Pyt —r+y—2=0

Pzt +y=2 |+ (3 2+<%>2
2

1 1\?2 1 1\?2 1 1\2
2 2
_9.-. - 9. =, ) —9a(Z -
. f2$+(9 e zzy+(ﬁ +(Q +QQ
1\?2 1N2 5
_Z ) == 6
(w 2) i (y i 2) ) (6)
Tama on ympyran yhtdlo, joten kaikki leikkauspisteet ovat ympyrélld (6).
2p(Sp)

VAIHTOEHTO 2 B-KOHTAAN

Ympyran yhtalo on muotoa
2+ + A+ By +C =0 (7)

Ratkaistaan sen ympyran yhtélo, joka kulkee leikkauspisteiden (2,0), (—1,0)
ja (0,1) kautta. Pisteiden taytyy toteuttaa yhtélo (7), joten

2+0°+A-2+B-0+C=0
(-1)*+0°+A-(-1)+B-0+C=0
0?+124+A-0+B-1+C=0

244+ C = —

—A+C =—

B+C=-1 1p(3p)

Ratkaistaan laskimella:
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Ympyran yhtalo on siis

P4y —r4+y—2=0. 1p (4p) (8)

My6s neljis leikkauspiste (0, —2) toteuttaa ympyréin yhtélon (8), koska

02+ (=22 =0+ (-2)—2=0
0=0.
Kaikki leikkauspisteet ovat siis ympyralld (8). 1p((5p)
Yhtalon neliointi c-kohtaa varten samalla tavalla kuin edella.

c¢) b-kohdan ympyran keskipiste on (%, —%) Huomataan, ettd seké keskipiste etté
origo (0, 0) toteuttavat yhtdlon y = —x, joten kysytty suora on y = —zx.

Suoran y = —x ja alkuperaisen kayran leikkauspisteet saadaan yhtédloparista
{2x2+2y2—3xy—2x+2y—4:0 (9)
y=—u 1p (6 p) (10)

Sijoitetaan (10) yhtdloon (9), saadaan
202 + 227 + 30* — 22 — 20 —4 =0
7o —dx —4=0
C2+4V2

x - (laskimella)
Sijoitetaan x:n arvot yhtaloon (10).
—2F 42
y=——"

Vastaus: Kysytyt leikkauspisteet ovat <2+‘;‘/§, —2—74\5) ja <2—§\@ —2+4\/§)

Y 7 *
d) Alkuperiisen kdyran yhtdlo on 1p(7p) —I
20° +2y* — 3wy — 20+ 2y —4=0 | :2

3
2, 2
4y —xrx+y—-azy—2=0
Y Y7

Kéyra ei ole ympyré, koska ympyran vhtald zy-tasossa on aina muotoa x? +
y? + Az + By + C = 0, mutta saadussa yhtédlossi on sekatermi —%azy.
2p (9p)
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VAIHTOEHTO 2

Kolme pistettd médraavat ympyran. Ympyrélla (8) on b-kohdan perusteella
nelja yhteisté pistettd alkuperiisen kayran kanssa. Nain ollen, jos alkuperidinen
kdyrd on ympyrd, se yhtyy ympyrdin (8). Alkuperdinen kdyra ei voi kuiten-
kaan olla sama kuin ympyré (8), koska c-kohdassa saatu alkuperdisen kayrén
piste <2+4\/§ _2_74\@) ei toteuta ympyran yhtéloa (8). Sijoittamalla em. pisteen

7 Y
koordinaatit yhtdloon (8) saadaan laskimella epétosi yhtdlo —1,7947... = 0.
Alkuperainen kéyra ei siis ole ympyra.

2p(9p)
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*15. Kaava fy(z) = Q_k‘sin <2ka:>‘ madrittelee jokaisella k = 0, 1, 2, ... funktion
fki R — R.

a) Piirrd funktioiden fo, fi ja fo kuvaajat valilld [—m, 7w]. (2 p.)
b) Laske integraalit / fr(x)dz, kun k=0, 1, 2. (2 p.)
0
c) Méérita lausekkeen A, = Z / fr(z)dx tarkka arvo kaikillan = 0,1,2,.... (3 p.)
k=09

d) Laske raja-arvo A = lim A,. (2 p.)

Ratkaisu.

2
a) Funktion, jonka lauseke on sin(2*x) jakso on 2—: Funktion, jonka lauseke on

| sin(2*x)| jakso on puolet sin(2¥x):m jaksosta, eli

2 ™

2.2k 2k
Lasketaan jaksot kysytyilla £:n arvoilla.

k=0, jaksoon 7

T 0w
) ‘]asoon21 5

T 0w
k=2, jak — = —,
) ‘]asoon22 1

Funktion, jonka lauseke on
fro(z) = 27%| sin(2% )]

jakso on sama kuin |sin(2*z)|:n jakso, silld kerroin 2% on vakio eri tilanteissa.
Selvasti

min(fi(z)) =0 ja fi(0) =0
max(fi(x)) = 27" - max(|sin(2%2)|) = 27"

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 30



www.mafyvalmennus.fi

Maksimiarvot kysytyilla k:n arvoilla ovat

k=0, max(fo(x)) =1
k=1, max(fi(z))=2""=

k=2, max(fo(z))=2"2= 1p

Nyt voidaan piirtaéd kysytyt kuvaajat.
x N

X
ya
1k
TEENNE A
Yt
i
£
S P
1p(2p)
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VAIHTOEHTO 1.

Lasketaan kysytty integraali yleiselld k£ c-kohtaa varten. Tehdaan sijoitus
x = 27kt

s

/ fulz) de = / 2-F| sin(2%x)| da
0 0
2k

— 97k / |sin(¢)[27%dt || Jactaan osavileihin
0

Qk_]_ (.7+]-)7r

— 9%y / | sin(t)| dt
J=0 g
Nyt
|sin(t + 7)| = |sin(t — 7)| = | — sin(7 — )| = | — sin(¢)],
joten
T ok_1 T
/fk(a;) do = 272 /|sm(t)|dt
0 =00
— 9%k ok / sin(t) dt
0
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Siten

VAIHTOEHTO 2.

Ratkaistaan integraali c-kohtaa varten yleiselld k:n arvolla. Funktion f; ku-
vaaja ja x-akseli rajaavat vélilld [0, 7] kaksi samanlaista aluetta. fy ja x-akseli
rajaavat 4 samanlaista aluetta. Yleisesti fi ja z-akseli rajaavat 2% samanlaista
aluetta. Integraali voidaan laskea kertomalla yhden alueen ala 2¥:lla.

T 7"/2k
/fk(a:) dx = 2F / fr(z)da
0 0
)2k
= 2% [ 2 ¥sin(2a) dr [sin(2¢0) > 0, kun z € [o, %]
0
)2k

— 27k / 2% sin (2% ) da
0
—2-27% (laskimella)

— 21—k
1p(3p)
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Siten

[r@de=5  1p@p)

(Huom: Integroinnin voi tehd4 ilman laskinta kaavalla

| r@yg(f@))de = g(f(x)) + C
valitsemalla f(x) = 2*x.)

c) Merkitdan

a = [ filw)do=2"F,

kuten edellisessa kohdassa laskettiin.

At 21—k—1 1

— 21—k — 57 1 P (5 p)

Ak

joten jono (ax) on geometrinen. Kayttamalla geometrisen summan kaavaa

=D 1p (6 p)
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d) Raja-arvo
A= lim A,

n—oo

1
saadaan suppenevan geometrisen sarjan kaavasta, silla suhdeluku 2 el —1, il

1 1p (8p)

A=2-—5=4 1p©p)

N | —

Saman tuloksen olisi voinut myo6s saada kayttamaélla edellisen kohdan lause-
ketta luvuille A,,.
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