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1. a) Ratkaise yhtdl6 (z —2)(z — 3) = 6.
b) Missi pisteessd paraabelit y = x? + x + 1 ja 2? + 2z + 3 leikkaavat?
c) Médrita kaikki luvut, jotka toteuttavat seuraavan ehdon: Luvun ja sen kdan-
teisluvun keskiarvo on 4.

Ratkaisu.

a)

(x—2)(x—3)=6
2> =31 —20+6=56

22 —5r=0

x(x—5)=0 1p
r=0taix—5=
=5 1p(2p)

Huom! Yhtélon voi ratkaista myos laskimella.

b) Ratkaistaan paraabelien leikkauspiste yhtéaloparista.

—_

y=a"+z+1 (1)
y=2"+2r+3 (2)

[\

Sijoitetaan (1) yhtaloon (2).

Ao +1=212+3
—z=2 |- (-1
r=-2 1p(3p)

Sijoitetaan x = —2 yhtéloon (1).

y=(-2)%+(-2)+1
y=3

Vastaus: Leikkauspiste on (—2,3).  1p (4p)

Huom! Yhtéloparin voi ratkaista myos laskimella.
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¢) Kirjoitetaan tehtdvinannon ehto yhtaléon muotoon ja ratkaistaan yhtélo.

1p (5
el P (5p)
= —4) -2, x#0
2
1
r+-—=8 |-
a
24+ 1=8x
22 —8x+1=0

8 /(—8)2—4-1-1
xXr = 9

V60

r =4+ —

2
m:4:|:\/4.15
2
1
V15
x:4:I:T

1
r=4+V1Ibtaixz=4— V15

Vastaus: Luvut ovat 4 + /15 ja 4 — v/15. 1p (6p)

Huom! Ensimméisen yhtédlon voi ratkaista myos laskimella.

Laakisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit



2.

www.mafyvalmennus.fi

a) Ma&arita suorien 2x + 3y = 7 ja 3z — 2y = 4 leikkauspiste.

b) Luku on yhtd suuri kuin puolet sen neliGjuuresta. Madritd kaikki téllaiset

luvut. ]
c¢) Sievenni lauseke In (ﬁ) +In3+2Inz, kun x > 0.
T
Ratkaisu.

a) Ratkaistaan suorien leikkauspiste yhtéloparista.

20 +3y="7 | -2
3r—2y=4 | -3

dr + 69 = 14
9z — 64 = 12

132 =26 | :13

r=2 1p
Sijoitetaan x = 2 yhtéloon (1).
2:243y="7
3y=3 |:3
y=1

Vastaus: Leikkauspiste on (2,1).  1p (2p)

b) Muodostetaan tehtdvinannon mukainen yhtélo ja ratkaistaan se.

=Y e a0

2
20 =z |||()2, 20 > 0ja x>0
422 =z "1p (3p)

42° —x =0

z(dr —1)=0

r=0taider—-—1=0
de=1 |:4

1

v =7

Vastaus: Luvut ovat 0 ja ;. 1p (4p)
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1
ln <3—x2> —{—11’134—211137
1 2
1
—In (—2-:1:2) 1p (5p)
X
—Inl

=0 1p(6p)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 4



3.

www.mafyvalmennus.fi

a) Pekka aloittaa kuumeen mittaamisen ajanhetkelld ¢ = 0. Pekan kdyttdméan
mittarin lukema f(t) hetkelld ¢ minuuttia saadaan kaavasta f(t) = 38 —2e =0
celsiusastetta. Kuinka kauan mittausta pitaa jatkaa, jotta tulos poikkeaa enin-
tdan asteen kymmenesosan arvosta 38,0 celsiusastetta? Anna vastaus minuutin
tarkkuudella.

b) Méarita lampdotilan muutosnopeus f/(3). Anna vastaus yhden desimaalin tark-
kuudella.

Ratkaisu.

TAPA 1

a) Tutkitaan, milld ¢:n arvoilla f(t) poikkeaa arvosta 38 enintddn 0,1.

f(t)—38[ <01  1p
38 — 2706 — 38| < 0,1
| — 2799 < 0,1
2¢O < 0,1 |12 1p (2p)
e "% < 0,05 | In()
—0,6t <1n 0,05
In 0,05
>
~ —0,6
t>4,992. ..

Ensimmainen tasaminuutti, jolla poikkeama on enintdan 0,1 on 5 minuuttia.

Vastaus: Kysytty aika on 5 minuuttia. 1p (3p)

fl(t) = =2+ (—0,6)e "% =1,2¢7  2p (5p)
F'(3) = (=2 (=0,6)e™%% =)1,2¢7%63 = 0,198 ... ~ 0,2 °C/min

Vastaus: Kysytty muutosnopeus on 0,2°C/min. 1p (6p)
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TAPA 2

a) Alussa mittarin lukema on
f(0) = 38 — 27900 — 36,

Edelleen
f(t)=—=2-(-0,6) e %" =12¢""%" >0,

joten f on kasvava. Tutkitaan, milla ¢:n arvolla f saavuttaa arvon 38 —0,1. Se
on ensimmainen hetki, jolloin poikkeama on enintdan 0,1.

f(t)>38-0,1
38—2e7"%>38-01 |:(-2) 1p
e % <0,05 ||In 1p(2p)
—0,6t <1n0,05 | :(—0,6)
In 0,05
t>
~ —06
t>4,992. .. (1)

Ensimmaéinen tasaminuutti, joka toteuttaa ehdon (1) on 5.
f(5) =38 —2e7%0% = 37,9004,

joka poikkeaa arvosta 38 vahemman kuin 0,1.

Vastaus: Kysytty aika on 5 minuuttia. qp (3p)
b) a-kohdan mukaan f'(t) = 1,2¢= %6

f(3) =1,2¢7%%3 =0,198... ~ 0,2°C/min

Vastaus: Kysytty muutosnopeus on 0,2 °C/min. 3p (6p)
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4. Paraabelin y = 22 jokaista pistettd siirretddn vektorin v verran. Madritd néin
syntyvan kdyran yhtdlé muodossa y = f(x), kun

a) U=2j
b) v=3
c) v=3i+2j.

Ratkaisu. y = 2% kuvaajan siirto vektorin v verran.

a) v =2j
Siten jokainen kédyrdn y = f(x) piste on kaksi yksikkod ylempéné kuin paraa-
belin y = 2? vastaava piste.}Siis

1p
y = flz) =a*+2.

Vastaus: y = 22 + 2. 1p (2p)

b) v = 3i
Nyt jokainen kédyrdn y = f(x) piste on kolme yksikkod oikealla paraabelin
y = x? vastaaviin pisteisiin néhden.l Merkitaan

1p (3p)
g(x) = 2°.
Siten
f(x) = g(x —3)
fo) = (& - 3)?

Vastaus: y = 22 — 6z +9 1p (4p)

c) U=23i+2j
Nyt paraabeli y = 2% on siirtynyt kaksi ylos ja kolme oikealle. Siirtamalld
b-kohdan paraabelia 2 yksikkod ylospéain saadaan téllainen paraabeli, eli 1p (5p)

y = (v —3)*+2
— 2% —62+9+2
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5. Kayra y = sinz, —7 < x < 7, pyordahtaa x-akselin ympari. Laske néin syntyvin
tiimalasia muistuttavan kappaleen tilavuuden tarkka arvo.

Ratkaisu.

Syntyvan pyorahdyskappaleen tilavuus on

V= 7r/7r sin®(z) dv. 1p (1)

—T

Muokataan sin?(z) helpommin integroitavaan muotoon. Kaksinkertaisen kulman
kaavalla

cos(2z) = cos®(x) — sin®(w)
1 — cos(2x) = 1 — cos?(z) + sin?(z)
1 — cos(2z) = 2sin*(z) | : 2
1 1
sin®(z) = 373 cos(2x)
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Sijoitetaan tdmé tilavuuden lausekkeeseen (1).

=1 1
V—7r/ §—§COS(2$)d$ 2p (3p)

—T

711
= 7r/ (556 3 Sin(2x)> 2p (5p)
a2 in(2 in(—2
=757 sin(2m) | — 5(—7r) ~ 1 sin(—2)

=0 =0

(5757
=T 27'(' 27T

= 7T2.

Vastaus: Pyorahdyskappaleen tilavuus on 2. 1p (6p)
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6. Tarkastellaan paraabelin kaarta y = 3z — 522, kun 0 < x < % Miké kaaren piste
on kauimpana origosta? Perustele vastauksesi myos muulla tavalla kuin laskimella,
esim. derivaatan avulla.

Ratkaisu.

O | —

y:3:z:—5x2, 0<z<

Paraabelin pisteen (z,y) etdisyys origosta on

V(@ =002+ (y — 0)2
Vo2 +y? (1)

Sijoitetaan y = 3z — 5% yhtiloon (1).

d=
d =

d(x) = \/ZC2 + (3x — 5x?)?

d(x) > 0 kaikilla z:n reaaliarvoilla. Taten etsittdessd d:n suurinta arvoa voidaan
tutkia funktiota

d
= 2% + (32 — 5a?)?

22 + 9% — 3023 + 252%
f(x) = 252* — 302 + 1022 1p

Etsitddn f(x)mn suurin arvo valilld 0 < z <  derivaatan avulla.

f'(x) = 100z® — 902> +20z.  1p (2p)
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.
fl(x)=0
1002 — 902° 4202 =0 || : 10
z - (102% — 92 +2) =0
r=0tai 1022 —92+2=0 1p (3p)
9% ,/(—9)2—4-10-2
N 2.10

X

C9+1

T 0
o2
x—italx—g 1p (4p)
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Lasketaan f:n arvot derivaatan nollakohdissa ja vélin [0, %] paatepisteissa.

f(0)=25-0"=30-0°+10-0% =0

2 8
/ (—) — (= 0,32) < suurin arvo

5 25
1 5
7(3) = 15(= 03125 1p(5p)

Lasketaan paraabelin piste, kun z = 2.

_32 5<2>2_2
y=9'% 5) 5

Vastaus: Piste <§, %) on kauimpana origosta.1p (6p)

ot
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7. Pakkausautomaatti tayttaa kahvipaketteja. Kahvin maéara on normaalijakautunut,
keskihajonta on 10 grammaa, mutta odotusarvoa voidaan sdatad. Mika pitaisi
sadtaa odotusarvoksi, kun tavoitteena on valmistaa paketteja, joista enintdan 2,0 %
sisaltaa alle 500 grammaa kahvia? Anna vastaus gramman tarkkuudella.

Ratkaisu. Kahvin mééara X (g) ~ N(u, 10).
Vaaditaan, etta

P(X < 500) = 0,02
500 —

P(Z <
( 10

) = 0,02.

Merkitddn Zo = 2%, jolloin 1p

¢(Z) = 0,02

1 — ¢(—Zy) = 0,02
¢(—Zo) = 0,98 2p (3p)

Normaalijakauman kertyméfunktion taulukosta ndhdédan, etta

—Zy = 2,05
—500 +
—— T 9205 1p(4
10 , P (4p)
u = 20,5 4 500
U= 520,5|z 521 (g)*
1p (5p)

Vastaus: Odotusarvoksi on saadettavd 521g. 1p (6p)

*Huomautus lukijalle! Pyoristys pitdd jo siksikin tehda ylospéin, koska vaatimuksena oli, ettei
2,0 % ylity.
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8. Tarkastellaan lukujonoja (a,) ja (b,), joiden kaikki termit a, ja b,, n = 1,2,...,
ovat positiivisia.

a) Oletetaan, ettd jono (a,) on geometrinen. Osoita, ettd a, = \/a,_1a,11 kaikilla

n=23....

b) Oletetaan, ettd b, = \/b,_1b,4+1 kaikillan = 2,3, .... Osoita, ettd jono (b,) on
geometrinen.

Ratkaisu.

a) (a,) on geometrinen, eli perdkkéisten termien suhde on vakio. Olkoon n =
2,3,.... Nyt siis
Tp
an—1 Qn
= I (

Un 'an+1)
an An+1
2
Ay, = Ap-1an+1,  1p (2p)

Nyt koska termit ovat positiivisia,

Ap = /Op—10n+1- 1p(3p) O
b) Oletetaan, ettd kaikilla n = 2,3, ... pitee b, = \/b,_1b,,1. Téten
)

Tp (4p
bi = by_ibprr || b (>0)

b2

b” =by1 || :bn (>0)

n+1

bn L bn—l 1 5

bn+& - bn . P ( p)
Taten perakkéaisten termien suhde on vakio kaikilla n = 2,3,..., joten jono
(bn) on geometrinen. 1p (6p) O
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9. Oheisessa kuvassa on rakenteilla arkkitehti Eero Saarisen suunnittelema Gateway
Arch Saint Louisissa USA:ssa. Se rakennettiin vuosina 1963-1965. Kaaren muotoa
kuvaa yhtalo

X
— _39f(-——) + 231.
Y f(39)+

1
Téassa f(t) = §(et + e7"), x-akseli kulkee maan pinnalla kaaren tyvien kautta ja
y-akseli on kaaren symmetria-akseli. Mittayksikkonéd on metri.

a) Maaritd kaaren korkeus metrin tarkkuudella.

b) Méarita kaaren leveys metrin tarkkuudella.

¢) Kuinka suuressa terdvéssa kulmassa kaari kohtaa maanpinnan? Anna vastaus
asteen tarkkuudella.

<http://rememberingletters.wordpress.com/2012/01 /12 /gateway-arch/>. Luettu 24.9.2014.

Ratkaisu.

TAPA 1

a) Huomataan, ettd

f(t) = ! <et + e_t> 1 (e_t + e_(_t)> = f(—t),

2 2
eli f(¢) on parillinen funktio. Téaten myos funktio
x
h(x) = —39 (—) 231
() flgg) ™
on parillinen ja kaaren huippu on kohdassa x = 0.]Lasketaan korkeus
h(0) = —39£(0) + 231 1p
— 39. % (% + e ) + 231
~ 192 (m).
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Vastaus: Kaari on 192 metris korkea. 1p (2p)

b) Ratkaistaan, missd kaari kohtaa maanpinnan.

Huom! Tamén yhtdlon voi ratkaista laskimella ja sidastdd paljon aikaa.

(x) =0
i
39 231 =0 || : (=39
f<39>+ | (=39)
vy 231
S It
f(39) 39
1<e%+e_3_w9>—7—720
2 13
77 .
€3 + e 3 — 2. 13 =0 | -e%

(e%)Q—Q-I—;e%H_o

Merkitddn ez = z.

77
2
—92.—24+1=0 1p(3
z 132+ P (3p)

Toisen asteen ratkaisukaavalla saadaan:

2
ré d
- ﬁi\/ —2-7) —4-1-1
a 2.1
. 77 77\ 2
€39 — + ( > —1
T 13 13
77 77\ 2
L i\/(—) 1
39 13 13
301 [ + (77>2 1
_ 39ln TN
v 13 13

r=-96,1271... tai x=96,1271...

Taten kaaren leveys on

96,1271... —(—96,1271...) = 192,2543 . ..
~ 192 (m)
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Vastaus: Kaaren leveys on 192m.  1p (4p)

c) Lasketaan funktion h(x) derivaatta kohdassa x = —96,1271 ..., eli kun kaari
kohtaa maanpinnan.

W(x) = — /(£>
(@) ==1"{39
1/ .
== (e@ — e_E) 1p (5p)
P(—96,1271...) = _% (=telf _ g
= 5,8380...
Kaaren ja maan vélinen terdvd kulma ¢ on kuvaajan y = h(x) tangentin

suuntakulma naissa pisteissé, joten

tan(¢) = h'(—96,1271...)
tan(¢) = 5,8380. ..

¢ = 80,2801...°

¢ ~ 80°.

Vastaus: Kaaren ja maanpinnan véalinen terdva kulma on 80°.  1p (6p)

TAPA 2

(i)
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Ratkaistaan h'(x) = 0.

Lasketaan korkeus.

h(0) = —39£(0) + 231
1

— -39 - (€% +e73) + 231

=192 (m).

Vastaus: Kaari on 192 metria korkea. 1p (2p)
b) Tehdddn samoin kuin tavassa 1. 2p (4p)

c) Lasketaan funktion h(z) derivaatta kohdissa —96,1271... ja 96,1271..., eli

kun kaari kohtaa maanpinnan.

h'(x)=—f <%>
_ _% (€% —e%) 1p(5p)

1 —96,1271... 96,1271...

W(=96,1271..) = 2 B —e a9

—5,8380. ..
W(96,1271...) = —5,8380. ..

Kaaren ja maan vélinen terdvd kulma ¢ on kuvaajan y = h(x) tangentin

suuntakulma néissa pisteissi, joten
tan(¢) = h'(—96,1271...)
tan(¢) = 5,8380. ..
¢ =80,2801...°
¢ ~ 80°.
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Derivaatan suuruuden itseisarvo on sama molemmissa pisteisséd, joten kulma
on niissa sama.

Vastaus: Kaaren ja maanpinnan valinen terdva kulma on 80°.  1p (6p)
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10. Olkoon A = (1,0), B = (0,—1) jat > 1. Piste T' = (t, 0) keskipisteend piirretddn
ympyré, joka leikkaa yksikkdympyran 22+ y? = 1 kohtisuorasti kuvion mukaisessa
pisteessd C' seké janan OA pisteessa D.

a) Mééaritd pisteen C koordinaatit parametrin ¢ avulla lausuttuna.
b) Osoita, ettd pisteet B, D ja C ovat samalla suoralla.

Ratkaisu. Merkitaan pisteen C' koordinaatteja xq:lla ja yo:lla, seka yksikkdympyraa
leikkaavan ympyran sadetta r:llé. Saadaan kuva

Kolmio OT'C' on suorakulmainen, koska ympyrat leikkaavat kohtisuorasti, jolloin
yksikkoympyrélle pisteeseen C piirretty tangentti kulkee ympyran 7T keskipisteen
kautta, eli ympyran T side T'C on osa tdtd tangenttia. Ja sama toisin pain ym-
pyroiden 1" ja O suhteen.
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TAPA 1

ATOC on yhtenevd ACOFE kanssa (kk). Vastinsivujen suhteet ovat samat,

joten
r 1
1t
1
- = 1 1
X ; p (1)
Yksikkoympyralle patee
2yt =1
y= &, vi—a® |sij. (1)  1p(2p)
1
y=yl-%
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TAPA 2

Pythagoraan lauseesta kolmiolle OT'C' seuraa
r?+ 12 =12
r=+vt2—1 1p

Lasketaan kolmion OT'C pinta-ala valiten kanta ja korkeus kahdella eri tavalla
ja merkitadn alat yhta suuriksi.

1 1 9
_r
Y75
2 —1
y=73 1p (2p)

Pythagoraan lauseesta kolmiolle O EC' seuraa

2—-1 ?-+1 1
?=1—y*=1- = il
t2 12 t2

Siten v = &, 1 ja C = (%, 1 - t‘a) 1p (3p)
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TAPA 3

Ratkaistaan yo vksikkdympyrén yhtéalosté
vy + Yy =1
Yo = (i‘)\/l —a3* 1p
Piste C' = (xg, /1 — 23), joten ympyrin T siteen nelié on

r? = |TCJ?

r? = (zo — 1) + (y/1 — 23 — 0)
r? = a5 — 2w + 17 + 1 — 1}
r’ =1* — 2twg + 1

Pythagoraan lauseella kolmiosta OTC
2 — 124 2
Sijoitetaan (2), saadaan

2 =1+t>=2taxg+1
Ao =2 | :(20)

To =7 1p (2p)

o= (2. 1L} 1pep
t 12

Saadaan

*Symmetrian vuoksi tarkastellaan vain xz-akselin ylapuolta.
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TArPA 1

Merkitaan P:lla suoran BC' ja z-akselin leikkauspistettd. Osoitetaan, ettd P
ja D ovat sama piste.

Merkitadn <BCF = a. <BCF on kehdkulma, joten samaa kaarta vastaava
keskuskulma <<BOF = 2« ja sen ristikulma <GOC = <BOF = 2a. Edelleen
= 90° — 2q, joten

B =180°—¢6 —a=180°—90° 4+ 20 — @ = 90° + «x. 1p (4p)
<TCO = 90°, joten v = 90° — . Toisaalta v/ = 180° — 8 = 180° — 90° — a =
90° — . Koska v = +/, ATCP on tasakylkinen, joten PT = CT.

C'T ja DT ovat saman ympyran sade, joten DT = C'T'= PT'. Néin ollen P ja
D ovat sama piste. P on suoralla BC, joten myos D on samalla suoralla B:n
ja C'n kanssa. 2p (6p) [l

TAPA 2

Pythagoraan lauseesta seuraa kolmiolle OT'C

22 2
r= 4,vtt—1

Pisteen D koordinaatit

= (t—r,0)

(t—vt*—=1,0) 1p(4p)

D
D
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Pisteet B, D ja C ovat samalla suoralla, jos pisteiden B ja D sekd B ja C
avulla lasketut kulmakertoimet kgp ja kpc ovat yhtdsuuret.

L 0—(=1)
B Ve =10
_ tHVE2-1) 1 *

t— V2 -1
t+ V-1
2241
—t+vVt2—1 1p(5p)
Ji-% - (1)
1
1-0

t2 -1
" +1

— V2 -1+t

= kBD

kpc =

— ¢

Siten pisteet B, D ja C ovat samalla suoralla. 1p (6p) O

*t— V12 —1+#0, koska t? #t? — 1 jasiten t # V2 — 1
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11. a) Osoita, ettd funktio f(z) = 15:31; on aidosti kasvava, kun x € R.

b) Madritd funktion f(x) raja-arvo, kun x kasvaa rajatta.
c) Péteekod kaikilla @ > 10 epéyhtdlo f(x) > 0,9997

Ratkaisu.
a) Derivoidaan f(x).

e*(1+e") —e®-e”
(1+e7)?
T +)%%—)%%
(1+e7)?
e.’]}

- (1+ex)2 1p

Eksponenttifunktio on positiivinen, joten osoittaja ja nimittdja ovat positiivi-
set, eli f'(x) > 0 kaikilla x € R. Téten funktio on aidosti kasvava. 1p (2p) [

b) .
lim f(z) :;}E&liex 231%6%11': oil T Teee
) p (3p)
TAPA 1
Laskimella 10
£(10) = = =10,99995... > 0,999. 1p (5p)

1+ el
Nyt koska f(x) on aidosti kasvava, pédtee f(z) > 0,999 kaikilla x > 10. 1p (6p)

TAPA 2

Tarkastellaan epéayhtaloa

f(z) > 0,999 (1)

T

€ >0.999
14 e®

> 0,999 |- (e7*+1)

e T 41

1 >0,999¢* + 0,999
0,999¢* < 0,001
0,001

T 21— 1p (5 2
e < 0.099 p (5p) (2)

Ladkisvalmennuskurssit — DI-valmennuskurssit — yo-valmennuskurssit 25



www.mafyvalmennus.fi

Huomataan, etta

—10

_p0_ L0001 0001
. _

T 1024 1024 ~ 0999

Taten yhtalon (2) nojalla o = 10 kuuluu epéyhtdlon (1) ratkaisuun, ja koska
f(x) on aidosti kasvava, pétee epayhtalo (1) kaikilla > 10. 1p (6p)
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12. Olkoon R reaalilukujen joukko ja N = {0,1,2,...} luonnollisten lukujen joukko.
Onko seuraava vaite tosi vai epatosi? Perustele vastauksesi.

a) Ve RIyeR:z <y
b) JyeRVz e R:z <y
c) IreNYyeN:zx <y

Ratkaisu.

a)

VieRyeR:z <y

Viite on siis, ettd jokaista reaalilukua x kohti on olemassa sellainen reaaliluku
y, joka on suurempi tai yhtasuuri kuin x. Tama pitad paikkansa, silla annettua
reaalilukua x kohti voidaan valita y = z, jolloin x < y.

Vastaus: Viite on tosi. 2p

JyeRVzeR:z <y

Vaittdman nojalla olisi siis olemassa sellainen reaaliluku y, joka on suurempi
tai yhtasuuri kuin mika tahansa muu reaaliluku. Tama ei ole totta, silld jos
y € R ja valitaan x = y + 1, niin talléin x € R mutta epayhtalo x < y ei pade.

Vastaus: Vaite on epatosi. 2p (4p)

dJreNVyeN:xz <y
Viite on tosi, silla 0 on pienin luonnollinen luku. Néin ollen kaikille luonnolli-
sille luvuille y patee 0 < y.

Vastaus: Viite on tosi. 2p (6p)
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13. Tarkastellaan yhtaloda o° — x = 1.

a) Osoita, ettd yhtédlolld on tdsmaélleen yksi ratkaisu vélilla 1 <z < 2.
b) Méarita a-kohdan ratkaisulle Newtonin menetelmén mukainen likiarvo x4 kdyt-
tamalla alkuarvoa xy = 1. Anna vastaus kolmen desimaalin tarkkuudella.

Ratkaisu.

2 —x=1

2’ —x—-1=0

Merkitdin f(x) = 2° — 2 — 1, jolloin f:n nollakohdat ovat tarkastellun yhtalon

ratkaisuja.
fl(z) =5z" -1
a) Derivaatan nollakohdat
f'(@) =
frt —1=0
st =1
1
4 — —
Y75

1
v = j:\‘%;(— +0,6687...)

Derivaattafunktiolla f’(z) ei siis ole nollakohtia vélillda 1 < x < 2, joten f(z)
on ko. valilla aidosti monotoninen. 1p
Toisaalta

—1-1=-1<0

fQ)y=1r
2°—2-1=29>0, 1p(2p)

f(2)

joten polynomifunktiona jatkuvalla funktiolla f(x) on Bolzanon lauseen mu-
kaisesti ainakin yksi nollakohta vélilld 1 < x < 2. Koska f(z) on siis lisdksi
monotoninen, on silld tdsmalleen yksi nollakohta ko. valilld ja siten yhtalolla
2” — x = 1 on tdsmalleen yksi ratkaisu, kun 1 <a < 2. 1p (3p) O
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e L
S T
5\° 5
5 = —_ = —
:@:Z—(‘*) S =1,1784
5-(3) —1
1.1784..5—1.1784.. . —
va = 11784 ... — = 1784 L 11675,
! 5.11784. . A—1 !
1,1675.. 5 —1.1675... — 1
ta= 11675 = 5.11675.. 4A—1
— 1167304 . ..
~ 1,167

Vastaus: x4 = 1,167 1p (6p)
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*14. Tarkastellaan ympyraé ja sen ulkopuolella olevaa pistetta P.

a) Pisteestd P piirretddn kaksi suoraa, jotka leikkaavat ympyréan neljdssé eri pis-
teessi A, B, C' ja D kuvion mukaisesti. Osoita, ettd kolmiot PC'B ja PAD
ovat yhdenmuotoiset. (2 p.)

b) Osoita, ettd PA-PB = PC - PD. (2 p.)

c) Erikoistapauksessa A = B toinen suorista sivuaa ympyrad. Osoita, ettéd tdlloin
patee (PA)? = PC - PD. (2 p.)

d) Todista edellisten kohtien avulla Pythagoraan lause tutkimalla alla olevan ku-
vion kolmiota, jonka kérki K on ympyran keskipisteessé ja kirki A on ympyrén
kehélld. (3 p.)
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Ratkaisu.

a)

Kolmioilla PC'B ja PAD on yhteinen kulma BPD. Liséksi kulmat CDA ja
ABC ovat samaa kaarta vastaavat kehdkulmat ja taten kehdkulmalauseen no-
jalla yhtasuuret. Nain ollen kolmioilla PC'B ja PAD on kaksi yhta suurta
kulmaa, joten ne ovat yhdenmuotoiset. 2p O

b) a-kohdan nojalla kolmiot PAD ja PCB ovat yhdenmuotoiset, joten vastinsi-
vujen suhteet ovat samat; saadaan

P4 PD 1p (3p)
pc— pp | I (PC-PB)
PA-PB = PC-PD. 1p (4p) O

Kolmioilla PAD ja PC A on edelleen yksi yhteinen kulma APD. Kehdkulma-
lauseen nojalla samaa kaarta vastaavat kehakulmat PAC ja PDA ovat yhta-
suuret, joten kolmioilla PAD ja PC A on kaksi yhtasuurta kulmaa, ja ne ovat
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tdten yhdenmuotoiset.|Néin ollen vastinsivujen suhteet ovat samat, eli

1p (5p) pA PO

EEZFz\VwAf@) (1)
(PA)* = PC-PD 1p(6p) (2)

Huomataan, ettdi CK = KD = AK, koska néista jokainen on ympyréin séde.
Néin ollen

PC=PK—-CK =PK - AK
PD=PK+ KD =PK+ AK. 1p (7p)

Sijoitetaan ndma c-kohdassa johdettuun yhtaloon

(PA)? = PC-PD 1p(8p)

(PA)? = (PK — AK) - (PK + AK)
(PA)? = (PK)”* — (AK)?

(PA)? + (AK)* = (PK)?,

mikéd on Pythagoraan lauseen vaittdma. 1p (9p) O
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a) Osoita, ettd xy < (22 + y?) kaikille reaaliluvuille z ja y. (2 p.)

b) Olkoot ay, ..., a,jaby,...,b, reaalilukuja. Oletetaan, ettd A = \/a% +--Fa2 >

b
0, B = \/b% + -4 b2 > 0, ja merkitdan lisdksi z; = % ja Yy = k, kun

B
k=1,...,n. Osoita a-kohdan avulla, ettd x1y; + -+ x,y, < 1. (4 p.)
c¢) Johda b-kohdan avulla Cauchyn epdyhtdilé

arby+ o anby < \Jad ka2 B+ B2 (3 p.)

Ratkaisu.

a) Luvun neli on aina positiivinen tai nolla, joten
0< (z—y)°
0<z?—2zy+y> 1p

20y < 2% + y? H%

1
xy < 5(:1:2 + %) 1p (2p) O
b)
2 2 1 2 2
1
= @it a) gt 1pG3p)
a

n —

s Ty oL 1p (4p) (1)

a-kohdan perusteella

(z7 +v2)  1p (5p)

N | —

1o o
Edelleen tuloksen (1) mukaan oikea puoli on 1, joten
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c¢) b-kohdan mukaan

Tiyr + o+ xpyn <1
a1b1 anbn
AB T AB
arby + -+ -+ anb, < AB 1p (8p)

1p (7p)
<1|||-AB

aiby - anby < \Jad o+ a2 B2+ 102 1p(9p) O
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