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Tiesitko tata?
MAFY:n lddkiskurssi 2,5-kertaistaa mahdollisuutesi péaésta sisddn yhdelld yri-

tyksella. Poikkeuksellisen kovista tuloksista johtuen ldakikset alkavatkin tayt-
tyd MAFY:n kurssilaisista.

29 % vuonna 2016 Helsingin
suomenkieliseen yleislaakikseen
paasseista tuli MAFY:n kurssilta.

Laakiskurssi

« 5-8 taysmittaista harjoituspéasykoetta oikeassa koesalissa.

e Yksilollinen opetus mahdollistaa etenemisen omassa tahdissa. Kaikissa
ryhmissé on korkeintaan 16 oppilasta yhta opettajaa kohden.

« Voit aloittaa valintasi mukaan 29.8., 31.10., 9.1., 20.2. tai 28.3. Oppitunnin

ajankohdaksi voi yleensa valita aamun, iltapaivan tai illan.

DI-paasykoekurssi

« Voit harjoitella matematiikkaa, fysiikkaa ja kemiaa padsykoetta varten.

« 4 taysmittaista harjoituskoetta kustakin aineesta ja pitkalld kurssilla li-
saksi 2 yo-harjoituskoetta kustakin aineesta.

» Pitkakurssi 28.3.-26.5. ja kevatkurssi 20.2.-26.5.
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Pitka matematiikka, syksy 2015
Mallivastaukset, 23.9.2015

Mallivastausten laatimisesta ovat vastanneet filosofian maisteri Teemu
Kekkonen ja diplomi-insind6ri Antti Suominen. Antti ja Teemu ovat perus-
taneet MAFY-valmennuksen, jota ennen Teemu opetti 5 vuotta lukiossa ja
Antti toimi tuntiopettajana TKK:lla. Nykydin Teemu vastaa MAFY:n Jy-
viskylan kursseista ja Antti vastaa Mafynetti-ohjelman kehityksestd. Muut
mallivastaustiimin jésenet ovat Sakke Suomalainen, Matti Virolainen ja Vil-
jami Suominen. Namé mallivastaukset ovat Antti Suominen Oy:n omaisuutta.

MAFY-valmennus on Helsingissa toimiva, valmennuskursseihin seké mate-
matiikan ja luonnontieteiden opetukseen erikoistunut yritys. Palveluitamme
ovat

laaketieteellisen valmennuskurssit

e DI-valmennuskurssit

o yo-kokeisiin valmentavat kurssit

Mafynetti - sahkoinen oppimateriaali.

Julkaisemme internet-sivuillamme kaiken palautteen, jonka asiakkaat anta-
vat kursseistamme. Néin varmistamme, ettd palveluistamme kiinnostuneilla
ihmisilld on mahdollisuus saada tarkka ja rehellinen kuva siitd, mitd meilta
voi odottaa.

Tama asiakirja on tarkoitettu yksityishenkiloille opiskelukéyttoon. Kopion
tasté asiakirjasta voi ladata MAFY-valmennuksen sivuilta www.mafyvalmennus.
fi. Kaytto kaikissa kaupallisissa tarkoituksissa on kielletty. Lukion fysiikan
opettajana voit kiayttaa tatd tehtdavapakettia oppimateriaalina lukiokursseilla.

MAFY-valmennuksen yhteystiedot:
www.mafyvalmennus.fi/yhteystiedot
info.mafyvalmennus.fi
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a) Maarita sellainen vakio a, ettd luku 2015 on yhtélon ax = 2015 + a juuri.
b) Laske nelion piiri, kun sen lavistdjan pituus on 6.

c) Tarkastellaan muotoa ™ olevia lukuja, kun m € {-1,0,1,2} ja n €

{2,3,4}. Mééarita naista luvuista suurin ja pienin.
Ratkaisu.

a) Sijoitetaan 2015 yhtdloon x:n paikalle ja ratkaistaan a:n suhteen:

a-2015 =2015+a

2014a = 2015
2015
a=—
2014
b)
6 A
a

Nelion lavistdja d on Pythagoraan lauseen nojalla

d=+Va?+ a?
d=+2a

6=+v2a | :v2
a=3v2

Nelion piiri on

p=4a

p:4-3\/§

p:12\/§

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 1
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| RATKAISUVAIHTOEHTO 1 |

Muotoa ™ oleva luku on annetuilla m ja n suurin, kun ™ > 0 ja [m| on
mahdollisimman suuri ja |n| mahdollisimman pieni, sekéd n # 0. Siten ™

on suurin, kun m = 2 ja n = 2. Télloin ™ = % =1.

m m

p
Vastaavasti pienin * on silloin, kun ™ < 0 ja ‘%‘ on mahdollisimman ((°P)

suuri. Néin on, kun m = —ljan =2, eli ® = =1 = -1, 1p
n 2

(6p)

2

Vastaus: Suurin @ = 1 ja pienin @ = —1.
n n 2

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2

m
Muodostetaan annetuilla m ja n kaikki 12 vaihtoehtoista osamaaras —.

n

n=2|n=3|n=4
met| 5| 3|
m=0 |3=0/2=0|9=0
IR
e 3=1] & [2-1
Vastaus: Suurin 2 =1 ja pienin 2 = —1.
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2. Tasokayré kulkee pisteen (3,4) kautta. Maarita kayrdan yhtalo, kun kyseessa
on

a) origon kautta kulkeva suora
b) origokeskinen ympyra
c) ylospéin aukeava paraabeli, jonka huippu on origossa.

Ratkaisu. Tasokéyré kulkee pisteen (3,4) kautta.

a) Origon (0,0) kautta kulkeva suora on muotoa
y = k.

Kulmakerroin

— =
) H

Suoran yhtalo on siten y = gx
— (2p)
b) Origokeskisen ympyrén yhtdlo on muotoa

2 +yt =1’

Sijoitetaan piste (3,4) ympyran yhtal6on

,’,,2 — 257 (3p)
joten ympyréin yhtélo on 22 + y? = 25. 1p
(4p)

¢) Ylospéin aukeavan paraabelin, jonka huippu on origossa, yhtélé on muotoa

y=azx?, a>0.
Sijoitetaan pisteen (3,4) koordinaatit yhtaloon. Saadaan

4=q-3% |:3°

=~
A~ =
[
a

a = —.

9

4
Paraabelin yhtalo on y = §$2.

=
T

(6p)
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-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

3. a) Kuntopolun pituus kartalla on 17,5 cm. Mik4 on polun pituus maastossa,
kun kartan mittakaava on 1 : 200007 Anna vastaus 100 metrin tarkkuu-
della.

b) Laske kuution yhden sivutahkon pinta-ala neliésenttimetrin tarkkuudella,
kun kuution tilavuus on 7,0 litraa.

Ratkaisu.

a) Mittakaava k =1 :20000.
Pituus kartalla 1 = 17,5cm = 0,175 m.
Pituus maastossa 9, saadaan yhtélosta

1 0,175m
= - - 20000 >0
20000 @ | 2 (22>0) &)
xo = 200000 - 0,175 m
T9 = 3500 m
Vastaus: Polun pituus maastossa on 3500 m. | 1p
4p)
b) Merkitdén kuution sirmén pituutta a:lla. Tilavuus V = 7,01 = 7,0dm? = L’
7000 cm?. [1p
(4p)
V=ad
a = W | 1p
(5p)
Yhden sivutahkon pinta-ala on
AS = Cl2
2
Ag=(VV)
2
As = (V7000 cm?)
As = 365,9305.. .. cm?
~ 366 cm”
Vastaus: Sivutahkon pinta-ala on 366 cm?. 1p
(6p)
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3i + 47 vastaan. Maaritd pisteen B koordinaatit.

Ratkaisu.

A=(1,2)
|AB| =3
AB 1 (3i+ 4j)
Merkitaan o
AB = ai + bj.
Kohtisuoruusehto

AB - (3i+4j) =0

www.mafyvalmennus.fi

4. Olkoon A = (1,2). Vektorin AB pituus on 3, ja se on kohtisuorassa vektoria

(ai +bj) - (3i +45) =0

3a+4b=0
4
=—-b 1
0= (1)
Pituudesta saadaan
|AB| =3
VEEE=3 () I
a? + 2 =9 (2) (2p)
Sijoitetaan (1) yhtdloon (2)
4 2
—b) B =9
(-5) +
25 2 .25
p =2t
25
9
b=+- 1p
g (3p)
Merkitédn by = 2 ja by = —3. Yhtalostd (1) saadaan vastaavasti
4 _ 4
a; = —gbl Ja g = —ng
4 9 4 ( 9)
ap=—=-= ag=—=-(—=
T35 73\ 5
12 12
aq 5 az = 5
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Siten vektori AB on

12T+ 9- tai 12— 9- 5
——i+ = al —i— —J.
5' "5 5' 5 o)
Ja vastaavasti pisteen B koordinaatit ovat
12 9 12 9
B=(1——,2+- tai B=(14+—,2—-
( 5’ +5> o < 5 5)
7 19 17 1
(1) s (1) >
5° 5 5°5 (6p)
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5. Ympyrin z? + y? = 16 janteen keskipiste on (2,1). M&aritéd jénteen pituus.

Ratkaisu. Ympyra x2 + y? = 16 on origokeskinen ja sen side on 4. Piste (2, 1)
on télle ympyralle piirretyn janteen keskipiste. Piirretaan kuva

Y
g_

A

[IE

M(2,1)
-g . 2 3 5 )(
L*

_'Z B
-3

-4
-5

ol

= —~ = A~ = —~ = —_
Ut = (98 DO

Kolmio ABO on tasakylkinen, silld sen kylkind on ympyrian O séteet. Siten
kannan AB (janne) keskipiste M on kolmion ABO korkeusjanan toinen péé-
tepiste ja siis MO 1 AB.
Korkeusjanan MO pituus on

IMO| = /(2 - 0)2 + (1 - 0)2
|MO| = V5

Kolmio AMO on suorakulmainen. Pythagoraan lauseella saadaan

|AM|* + |MOJ?* = |AO|?

|AM|* + (V5)* = 4°
|AM)? = £, V16-5
|AM| = V11

Ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 7
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Jénteen AB pituus on

|AB| =2 |AM|
|AB| = 2V/11

Vastaus: Janteen pituus on 2y/11. 1p
(6p)
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6. Annin pelaamassa tietokonepelissid on 90 % mahdollisuus onnistua.

a) Kuinka suurella todennékoisyydelld neljan pelin sarjassa tulee tarkalleen

yksi epaonnistuminen?

b) Miké on neljan pelin sarjassa onnistuneiden pelien lukuméaarian odotusar-

vo?

¢) Kuinka monta kertaa Annin taytyy pelata, jotta onnistuneiden pelien lu-

kumairan odotusarvo olisi vahintaan 107

Ratkaisu. Yksittdinen tietokonepeli onnistuu todennakoisyydell&

p=09

ja epaonnistuu todennakoisyydella

g=1—p=0,1

[RATKAISUVAIHTOEHTO 1:]

Pelit ovat toisistaan riippumattomia, joten kyseessa on toistokoe.

nékoisyys, etta neljassa pelissa tapahtuu yksi epaonnistuminen on

4 .
P(1 epéonnistuminen) = <1> -0,1' - (1-0,1)

= 0,2916

~ 29,2%

[RATKAISUVAIHTOEHTO 2:|

A: "Neljan pelin sarjassa tdsmélleen yksi epdonnistuminen’

P(A) = qppp + papp + ppap + pppq

Y

—~ =
DO
a

P(A) =4-qppp
P(A)=4-0,1-0,9°
P(A) =0,2916

~ 29,2 %

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit
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[RATKAISUVAIHTOEHTO 1:]

Pelit ovat toisistaan riippumattomat, joten voitot noudattavat binomija-
kaumaa. Binomijakauman odotusarvo on

E(X)=np=4-0,9=306.

[RATKAISUVAIHTOEHTO 2:|

Binomitodennakoisyys P(X = k) = (Z)pkq"_k, missd n = 4. Satunnais-

muuttuja X on onnistuneiden pelien lukumaéara.

P(X =0) =¢*=0,1* = 0,0001
4
PX=1)= <1> -0,9'- 0,1 = 0,0036
4 2 2
P(X =2)= o) 0,97+ 0,17 = 0,0486
4 3 1
P(X =3)= 5 0,9°-0,1' = 0,2916
P(X =4) =0,9*=0,6561 1p
(3p)

Kysytty odotusarvo

E(X) =
E(X) =

,0001 - 0 40,0036 - 1 40,0486 - 2 + 0,2916 - 3 + 0,6561 - 4
,6

w O
—_
e}

—
=~
=)

c) Kyseessi on siis binomitodenndkéisyys, misséd n on pelien lukumééra. Bi-
nomijakauman odotusarvo on np. Oltava siis

np > 10
n-09>10 1:09
n>11,111...

= [ ==
Ut
Ua

Vastaus: Annin taytyy pelata vihintadn 12 kertaa.

—~
(=2

e

=
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Jos et muista binomijakauman odotusarvon kaavaa E = np, tai et 16yda
sitd taulukkokirjasta, voit myos ratkaista tehtavin néin:

Osoita vastaavalla laskelmalla kuin b-kohdassa, ettd pelien méadran ollessa
11 odotusarvo on 9,9 ja méaran ollessa 12 odotusarvo on 10,8. Nain ollen
peleja taytyy olla 12 tai enemman, jotta onnistuneiden pelien madran
odotusarvo on vahintdan 10.

Mista sitten voi keksid, ettéd peleja tulee olla juuri 12, ettei tarvitsisi testa-
ta suurta méaraéd vaihtoehtoja? Voiton todenndkoisyys on 0,9, joten Anni
voittaa pitkélla juoksulla keskimééarin 9 pelia kymmenesti. Jos Anni pe-
laa n pelid, han voittaa siis keskimaarin niista 0,9n. Taman perusteella
voidaan arvioida, kuinka monta pelia tulee pelata, etta voittaa niista kes-
kiméarin 10.

097 =10 |:0,9
n=11,11...

Ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 11
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7. Tasakylkisen suorakulmaisen kolmion kateetin pituus on a. Kolmion sisélle
asetetaan kuvion mukaisesti pienempi tasakylkinen kolmio, jonka yksi kérki
sijaitsee alkuperdisen kolmion hypotenuusalla. Lisdksi jana AB on hypote-
nuusan suuntainen. Méaritd pienemman kolmion suurin mahdollinen pinta-
ala. Maarita pienemmaén kolmion suurin mahdollinen pinta-ala.

/\
/S N
: \

E / C

b

Pythagoraan lauseella b = v/2a ja h = % Kolmiot ABD ja EFD ovat
yhdenmuotoiset (kk), joten = ¥. Kolmion ABC pinta-ala on

y-(h—x)
2

Ratkaisu. Mallikuva

h (2p)

Il

N~ N~ N
SRS
~

. «ll\:) .
Nl
/N
Sl e
|
~_—

E

Il
|
8
o
_l’_
8

V2

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 12
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Pinta-alalle saadaan siis lauseke:

a

flz)=—-2*+—=2, 7€|0,% 1p
V2 } ﬁ[ (3p)

Funktio f on alaspéin aukeava paraabeli, joten sen maksimi l0ytyy derivaatan

nollakohdasta. Derivaatan nollakohta on

f(z)=0
—2x + 2 =0
V2
T = a . 1p
2v2 (4p)

Funktion f arvo derivaatan nollakohdassa on

a a )\’ o« a a’ .
2v/2 2V/2 V2 \2V2 8  (5p)
a2
Vastaus: Suurin mahdollinen pinta-ala on 5 1p

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 13
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8. Erdan kaivoksen kivihiilivarojen laskettiin vuoden 2015 alussa riittavan 50
vuodeksi, jos louhintatahti (yksikkona tonnia/vuosi) pysyy samana. Miné
vuonna kivihiilivarat loppuvat, jos louhintaa lisitaan joka vuosi 2,5 % edelli-
seen vuoteen verrattuna?

Ratkaisu. Olkoon mainittujen laskelmien pohjana oleva louhintatahti vuon-
na 2015 atonnia/vuosi. Koska kaivoksen kivihiilivarat riittaviat 50 vuodeksi,
kaivoksessa on vuoden 2015 alussa 50a tonnia kivihiilta.

Koska eletdan vuoden 2015 alkua, viimeisin tiedossa oleva louhintatahti on
vuonna 2014 toteutunut. Tulkitaan tehtavinantoa niin, ettd edelld mainittu
a on sama kuin viimeisin toteutunut tahti, eli vuoden 2014 louhintatahti. Jos
joka vuosi louhitaan 2,5 % enemmén kuin edellisend vuonna, niin vuonna 2015
louhintahti on 1,025a ja yleisesti n:nnen vuoden aikana louhitaan 1,025" - a
tonnia kivihiilta. Selvitetadn milloin kivihiili loppuu.

1,025a + 1,025%a + - - - 4+ 1,025"a_> 50a

1—1,025"
1,025a - ’
,025a 1=1.025 = 50a
1,025
’ 1,025" — 1) > 50
0,025< ’ )
91 S
1,025" > — 1p
41 | (4p)
5 3908 )
> —— = e 1
" mrezs T 1)
Tasté saadaan, etta kivihiili loppuu 33 vuoden aikana, eli vuonna 2047. | 1p
(6p)

Huomautus: Harmittavasti tehtdvinanto ei ole tulkittavissa yksikasitteises- G272
ti. Ilmaus "jos louhintatahti pysyy samana” tarkoittaa, ettd louhintatahti on

vuonna 2015 jokin luku a ja sen jilkeisina vuosina kunakin sama a. Jalkim-

méinen vaihtoehto ”jos louhintaa lisitaan joka vuosi 2,5 % edelliseen vuoteen
verrattuna” tarkoittaa, ettd louhintatahti on vuonna 2015 jokin luku b ja sen
jalkeisind vuosina 1,025b; 1,025%b;1,025%0, . .. jne. Luvun b suuruudesta ei ole
kuitenkaan mitdan tietoa, eiké siitd, miten se suhtautuu lukuun a.

Tallaisessa tilanteessa ei tietenkdan kannata lahtea saivartelemaan, koska pis-
teiden saamiseksi tehtédvaédn pitaisi saada laskettua jokin vastaus. Néin ollen
hyva toimintatapa koetilanteessa on tehdé hyvéintahtoinen tulkinta tehtavin-
annosta ja selittaa valittu tulkinta ratkaisun yhteydessé. Téassa tehtavéssa on-
gelmana on, etta hyvantahtoisia tulkintoja on kaksi ja on vaikea sanoa, kumpi
niistd on se, mita tehtavin laatija on ajatellut.

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 14
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Tulkinta 1: Koska tehtédvanannon jilkimméisessa tilanteessa sanotaan, etté
"louhintaa lisitdan joka vuosi 2,5 % edelliseen vuoteen verrattuna” ja eletaéan
vuoden 2015 alkua, on luonnollista olettaa, ettd vuonna 2015 louhintatahti
on 2,5 % suurempi kuin vuonna 2014. Jos vuoden 2014 louhintatahti oli ¢,
niin vuodesta 2015 alkaen louhintatahti on 1,025¢; 1,025%¢; 1,025%¢; . . .. Miten
tama c sitten suhtautuu lukuun a, jolla tarkoitamme louhintatahtia tilantees-
sa "jos louhintatahti pysyy samana”? Jos oletetaan, ettd louhintatahti "pysyy
samana’ ja eletdan vuosien 2014 ja 2015 vaihdetta, niin tuntuu luonnollisel-
ta olettaa, ettd ennustetta tehdesséi lahdetaan siitd, ettd tuo samana pysyva
louhintatahti vuodesta 2015 alkaen on myo6s sama kuin viimeksi toteutunut,
eli vuoden 2014 louhintatahti. Tésté saadaan a = ¢ ja siten:

e Jos louhintatahti pysyy samana, ovat louhitut maarat vuodesta 2015
alkaen a,a,a,. ...

 Jos louhintatahti kasvaa joka vuosi 2,5 %, ovat louhitut méaarat vuodesta
2015 alkaen 1,025a;1,025%a;1,025%a; . . ..

Tulkinta 2: Oletetaan, etté kaivostoiminta alkaa vuoden 2015 alusta. Télloin
ennusteen tekija arvioi vuoden 2015 louhintatahdiksi méaran a ja

o jos louhintatahti pysyy samana, ovat louhitut maarat vuodesta 2015 al-
kaen a,a,a,..., tai

o jos louhintatahti kasvaa joka vuosi 2,5 %, ovat louhitut méaarat vuodesta
2015 alkaen a; 1,025a;1,025%a; . . ..

Edella esitetty malliratkaisu perustuu tulkintaan 1. Tulkinnan 2 mukaan saa-
daan eri arvo n > 32,841 ..., mutta luvut ovat niin lahella toisiaan, ettd vas-
taus on edelleen "vuoden 2047 aikana”. Uskomme, ettd kummalla tahansa
tulkinnalla on mahdollista saada taydet pisteet.

Laakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etdkurssit 15
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9. Téysin pyorean geenimanipuloidun omenan sédde on 5,0 cm. Omenan lapi po-
rataan sen keskeltd kulkeva reiké, jonka side on 1,0 cm. Kuinka monta pro-
senttia omenan tilavuudesta talloin havida? Anna vastaus prosenttiyksikon
tarkkuudella.

Ratkaisu. Mallikuva:

R:io A -"T

m=1{,0 canm

Lasketaan reian tilavuus. Reiké koostuu lieriosta ja kahdesta identtisesta pal-
losegmentisté. Pythagoraan lauseella

W2+ r? = R?

h=+vR2—r2 (1p )

Nyt saadaan

hy =2h =2V R? — r2.

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 16
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Lisaksi
2hg 4+ 2hy, = 2R (pallon halkaisija),
joten
1 )
hszR—§hL:R—vR2—7“2. [ 1p
(2p)
Lierion tilavuus on —
Vi = mr? - hy = 20’V R? — 12, ._T
(3p)

Segmentin tilavuus on

— v/ R2 — 2
Vszﬂh%<R_};S>=7T(R—\/W)2<R—R f 7‘) T

Reian tilavuus on Vi, + 2V, joten kysytty osuus voidaan nyt laskea:

Views Vi +2Vs

1
‘/pallo ‘/pallo ( EI))p)
27r? VR =72 + 2m(R — VR = 72)? (R — BV
271'1,02 5,02 — 1,02 + 27T(5,0 — /5,02 1702)2 (570 _5,0-4/5,02-1,02 \/53,02—1,02>
4?” - 5,03
= 0,05939. ..
~59% -
(6p)

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 17



-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

10. a) Suorakulmaisen kolmion kateettien ja hypotenuusan pituudet a < b < ¢
muodostavat geometrisen jonon. Méarita jonon suhdeluku q.
b) Suorakulmaisen kolmion kateettien ja hypotenuusan pituudet a < b < ¢
muodostavat aritmeettisen jonon. Maéaritéd suhde a : b : c.

Ratkaisu. Suorakulmaisen kolmion sivujen pituudet ovat a, b ja ¢, joille péitee
suuruusjarjestys a < b < c. Pythagoraan lauseen nojalla
a’ +b*=c’ (1)
a) Sivut muodostavat geometrisen jonon, jonka téytyy suuruusjarjestyksen
takia olla joko
1. a,b,c (kasvava jono) tai
2. ¢,b,a (vdheneva jono)
Ratkaistaan ensin tapaus 1. Jono on geometrinen, joten
b=gqa ja
¢ = qb = ¢*a, missi ¢ > 0.

Sijoitetaan namé yhtéloon (1).

@+ (qa)* = (¢0)?

o+ ¢a® = ¢*a® || : a®
l+¢=q"
¢'—¢—-1=0 (2)
Merkitain z = ¢2.
2 —2—-1=0. (3)

Toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla

L\ /(-1)2—4-1-(-1)

z =
2-1
14++5
z =
2
eli suhdeluku ¢ on joko
q2:1+V@
2
-+ 1++5

(=) 2
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tai

<0 ei kelpaa.

2

Tapauksessa 2 jono on c, b, a, joten

b=qc
a = qb = ¢*c, missi ¢ > 0.

Sijoitetaan namé yhtéloon (1).

(¢c)’ + (qc)* = ¢

FE+PE=2 ||
¢+ =1 |:¢*
1 1
14 5=~
? ¢
Merkitdén z = %.
1422=2*

A—22-1=0

Huomataan, ettd tdmé on sama kuin yhtalo (2), joten aiemman laskun
perusteella

Vastaus: Mahdolliset suhdeluvut ovat ¢ = tai ¢ =

1+5
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b) Suuruusjérjestyksen takia mahdolliset lukujonot ovat a-kohdan tavoin
1. a,b,c (kasvava jono) ja
2. ¢,b,a (vaheneva jono)

Merkitaan perattaisten jasenten erotusta d:lla. Jono on aritmeettinen, jo-

ten molemmissa tapauksissa

a=b—d
¢c=0b-+d, missa d > 0.

Sijoitetaan namé yhtéloon (1).

(b—d)?+b* = (b+d)?

b2 — 2bd + d?> + b* = b* + 2bd + d?
b =4bd | :b
b=4d | :d
b
- =4
d

a_b—d_g—1_4—1_3|’b
b b 4 g
b:;La
b b Y 4 4 5
¢ Tbtd Ty1 ari s I
c—§b:§-éa:§a.

4 4 3 3

Vastaus: Sivujen pituuksien suhteet ovat a :b:c=1": % : g

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit
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11. Mill& numeron n arvoilla 10-jarjestelman luku 12n34n567n89n on jaollinen
luvulla

a) 3
b) 6
c) 97

Ratkaisu.

a)

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1 |

Luonnollinen luku on tunnetusti jaollinen kolmella, jos ja vain jos sen
numeroiden summa on myos jaollinen kolmella. Luvun 12n34n567n89n
numeroiden summa on

1424344+5+64+7+8+9+4n=45+4n=3(15+n) + n.

3(15+n) on jaollinen luvulla 3, joten 12n34n567n89n on jaollinen luvulla

3 tasmélleen silloin, kun n on, eli kun n kuuluu joukkoon {0, 3,6,9}. 1p

Vastaus: 12n34n567n89n on jaollinen luvulla 3 tasmélleen silloin, kun (2p)

n=20,3,6tai9.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2|

12n34n567n89n = 1-102 +2- 10" +n - 10° + - +n - 10°
=1-9+D)2+2- 9+ +n- 9O+ +---4n-1
=1-1%+2-1"4+n-1"+...+n-1 (mod 3)
=1-14+2-14+n-14+---+n-1

=45+ 4n

=4n (mod 3)

=3n+n

=n (mod 3)
=0 (mod 3),

jos ja vain jos m on jaollinen luvulla 3, joten 12n34n567n89n on jaolli-

nen luvulla 3 tasmaélleen silloin, kun n on, eli kun n kuuluu joukkoon

{0,3,6,9}. 1p
(2p)
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Vastaus: 12n34n567n89n on jaollinen luvulla 3 tésmélleen silloin, kun
n=20,3 6tai.

b) Koska 6 = 2-3 ja luvut 2 ja 3 ovat keskendén jaottomia, luonnollinen luku
on jaollinen luvulla 6 tasmaélleen silloin, kun se on jaollinen seké luvulla 2
etta luvulla 3. Luku 12n34n567n89n on luonnollinen luku, joten a-kohdan [ 1p
nojalla n taytyy olla jaollinen luvulla 3. Lisdksi luku 12n34n567n89n on | (3p)
jaollinen kahdella, jos ja vain jos sen viimeinen numero, eli n, on parillinen.

Nain ollen luvun n taytyy siis olla jaollinen seka luvulla 3 ettd luvulla 2,

eli sen taytyy kuulua joukkoon {0,6}. 1p
(4p)

Vastaus: 12n34n567n89n on jaollinen luvulla 6 tdsmélleen silloin, kun
n =0, tai 6.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1 |

Luonnollinen luku on tunnetusti jaollinen yhdeksalld, jos ja vain jos sen
numeroiden summa on myos jaollinen yhdeksélla. Luvun 12n34n567n89n
numeroiden summa on a-kohdan nojalla

45+4n =9 -5+ 4n. 1p
(5p)

9 -5 on jaollinen luvulla 9, joten 12n34n567n89n on jaollinen luvulla 3
tédsmaélleen silloin, kun 4n on. 4 ja 9 ovat keskenaén jaottomat, joten tdma
toteutuu, kun n on jaollinen luvulla 9, eli kuuluu joukkoon {0, 9}. 1p

(6p)

Vastaus: 12n34n567n89n on jaollinen luvulla 3 tésmélleen silloin, kun
n =0 tai9.
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\ RATKAISUVAIHTOEHTO 2

12n34n567n89n = 1- 102 +2- 10" +n - 10 + .- +n - 10°
=1-9+D)2+2- 9+ +n- O+ +---4n-1
=1-1"+2-1"4n-1""4+...+n-1 (mod9)
=1-1+2-14+n-1+---+n-1

=45+ 4n
=4n (mod 9) 1p
=0 (mod9), (5p)

jos ja vain jos 4n on jaollinen luvulla 9. Koska 4 ja 9 ovat keskenaén jaot-
tomia, niin 4n on jaollinen luvulla 9 tdsmaélleen silloin, kun n on jaollinen
luvulla 9, eli kuuluu joukkoon {0, 9}. 1p

(6p)

Vastaus: 12n34n567n89n on jaollinen luvulla 9 tasmélleen silloin, kun
n=20tai0.
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12. Polynomi P(x) = 2z® + az? — 42 + b on jaollinen binomeilla x — 1 ja = + 3.
Ratkaise yhtdlo P(z) = 0.

Ratkaisu.
P(z) =22 + ar® — 4z + 6

on kolmannen asteen polynomi ja jaollinen binomeilla x — 1 ja x + 3, joten

P(z) = A(z + B)(x — 1)(z + 3),
missd A ja B ovat joitakin reaalilukuja.
22° +az® —4x +b= Az + B)(x — 1)(z + 3)
20 + axr® —4r + b= A(x + B)(2* + 2z — 3) 1p
20 + ax® — 4 + b= A(2® + (B +2)z*> + (2B — 3)v — 3B) (3p)

20° 4+ azx® — 4w + b= Ar® + A(B +2)2® + A(2B — 3)x — 3AB

Kolmannen asteen termeistd nahdédan, ettd A = 2, joten ensimmaisen asteen
termeista saadaan

A2B—=3)=—-4 || Sij. A=2

2(2B — 3) = —4
4B —6=—4
AB=2 | :4
1
B = ) 1p
2 (4p)
eli P(z) = 2(z + §)(z — 1)(z + 3)_joten tulon nollasiénnén nojalla yhtélo (1p
P(z) = 0 toteutuu, kun (5p)
1 . .
:L'+§:O tai r—1=0 tai r+3=0
_ ! —1 =3
r=—G T = r=—
Vastaus: © = —%, r=1tai x = —3. 1p
(6p)
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13. a) Anna esimerkki rajoitetusta lukujonosta, joka ei suppene. Perustele vait-

teesi.

b) Anna esimerkki vihenevéstéd lukujonosta, joka ei ole rajoitettu. Perustele
vaitteesi.

c) Maarité jokin sellainen luku p > 0, ettd funktion f(z) = 2~? epéoleellinen
integraali

/100 f(z)dx

suppenee, mutta epéaoleellinen integraali

/:omdx

hajaantuu.
Ratkaisu.

a) Kysytty lukujono voi olla esimerkiksi (a,,), missé
a, = (=1)", kunn=1,2,3,...,

eli lukujono
1,1, 1,1, 1,1, ...

Lukujono (a,) ei suppene, silli sen jésenet eivit lahesty mitddn reaalilu-
kua, kun n — oo, mutta on rajoitettu, silla |a,| < 1 kaikilla n.

b) Kysytty lukujono voi olla esimerkiksi (b,,), missa
b,=—n, kunn=1,2,3,...,

eli lukujono
—-1,-2,-3,—4,—5,—6, ...

Lukujono (b,) on viaheneva, silla
bpyr=—(n+1)=—-n—-1=b, — 1< by,
mutta ei rajoitettu, silla

b, = —n — —oo, kun n — oc.
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p>0, flz)=a""
Tarkastellaan tilannetta p = 2.

oo

_ N N A S R S W S W
J s = [Tate = ot = i (7)< () =
' 0
eli integraali [° f(x) dz suppenee, kun p = 2. 1p

/loomdx:/loo\/ﬁdx:/lmxldx

= /ln|x| = lim (In|z|) — In(1)
Tr—00 N /
1 0

= 007

eli integraali [ 4/ f(z) dx hajaantuu, kun p = 2. Téten luku p = 2 toteuttaa [ 1p
ehdot. (6p)

Huom! Ehdot toteutuvat milld tahansa p € ]1,2] ja mikd tahansa p:n
arvo taltd vililta kelpaa téysien pisteiden saamiseksi, kunhan tulos on
perusteltu ja laskelmat ovat oikein.
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*14. Olkoot a > 0, b > 0 ja ¢ > 0. Tarkastellaan avaruuden suoraa S, joka kulkee
origon ja pisteen (a,b,c) kautta. Suoran S suunta voidaan ilmoittaa kolmen

suuntakosinin avulla. Suuntakosinit cos a, cos 8 ja cosy ovat vektorin ai+bj +

ck ja yksikkovektoreiden i, j ja k vélisten kulmien «, 8 ja 7 kosineita.

a) Laske suoran

x
2
suuntakosinit. (3 p.)

b) Laske a-kohdan suuntakosinien nelididen summa. (2 p.)

c) Méérita vastaavat suuntakulmat o, 5 ja -y asteen kymmenesosan tarkkuu-

della. (2 p.)

d) Osoita, ettéd b-kohdan tulos on sama kaikille tehtavin alkuosan ehdot to-
teuttaville suorille. (2 p.)

Ratkaisu.

a) Tarkastellaan suoraa 5 = %

= Z. Annettu suora kulkee origon ja pisteen
(2,3,7) kautta, koska

ja pisteet toteuttavat siis suoran yhtalon.

Lasketaan vektorin o = 2i 4+ 37 4+ 7k ja yksikkovektorien i, j ja k vélisten
kulmien kosinit:

v-i  2:143-047-0 2

CETRNE T VR e Je

cos = ?i _2:043-147-0_ 3
sl v22+32+7-1 V62

cos j}-/’i _2:0+43.0+7-1 7 =
Ikl vV22+32+7-1 /62 (3p)

9 2 3 \?2 7\ 2
cosla+cos’f+coPy=—] +|—=] +|—=
’ ! V62 V62 V62
_ 449449

62
-1
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3 3
cosff = ——
V62
B = 67.604...°~ 67,6°
cosy = T
! V62
v =27252...°~27,3° 2 )
- (7p)
yksi
d) Olkoot @ > 0, b > 0 ja ¢ > 0, ja lasketaan suuntakosinit vektorille v = | | kul-
ai + b7 + ck. ma
vaa-
v-i a-1+06-04c¢-0 a rin
cosq = ———= = _ .
[Bllls]  Va2+ 0 +c1 Va6 + 2 )
-7 a-04b-1+4c¢-0 b
cos 3 = = —

G~ Verrre 1 Jeipil

v-k a-04+b-0+c-1

C
OS 7y = — = = 1
TR Ve rr e \/a2+b2+c_2—“.

Lasketaan nyt suuntakosinien neli6iden summa.

2

cos? o + cos? B + cos®y = (\/ﬁf + (\/a2+l;2+02)2 + (\/a2+cb2+02)
_ &2+b2+c2

a? + b2 + ¢2
=1

Suuntakosinien nelididen summa on siis aina 1. O [1p
(9p)
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*15. Kolmion kahden sivun pituudet ovat CA = a ja CB = b. Naiden sivujen
vélisen kulman puolittajasta kolmion sisélle jadvan osan pituus on k. Puolit-
taja jakaa kolmannen sivun kahteen osaan, joiden pituudet ovat AD = z ja

DB = y. Osoita, ettd k = \/ab — xy,
a) kun a = b. (3 p.)
b) kun a # b. (6 p.)

Ratkaisu. Mallikuva:

a) Jos a = b, kolmio on tasakylkinen. Silloin <BAC = <CBA, joten kolmiot
ADC ja BDC ovat yhtenevét (ksk). Siten z = y_ja kulma <CDA on

suora. Pythagoraan lauseella b + 22 = a2, eli k = v/a? — 22. Koska a = b

ja x =y, niin k = /ab — zy. O

b) Kulmanpuolittajalauseen nojalla g = 4 = g, jolloin b = sa ja y = su.
Sovelletaan kosinilausetta kolmioon ABC| ja ratkaistaan cos a.

b* =a®+ (v +y)* — 2a(xr + y) cos a
2a(z + y) cosa = a® — s*a® + (x + sx)? (4p)
1— 2\ 2 1 2,.2 1 — 2 1 2
cosa:( sh)a’ + (L+s)%2®  (1—s)a®+ (14 s)x =
(1+s)-2ax 2ax (5p)

8 |
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Sovelletaan kosinilausetta kolmioon ADC

k? = a® + 22 — 2ax cos a
(1—s)a*+ (1 + s)z?

=a’+ 2% — 2ax

2ax
=a*+2° - (1—5s)a® — (1 +s)a?
= sa* — sa®
=a-sa—1x- ST
=ab — xy.
Néin ollen k = \/ab — zy. O (1p

(9p)
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