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Tiesitko tata?
MAFY:n ladkiskurssi 2,5-kertaistaa mahdollisuutesi padsté sisédén yhdelld yri-

tyksella. Poikkeuksellisen kovista tuloksista johtuen ladkikset alkavatkin tayt-
tyd MAFY:n kurssilaisista.

29 % vuonna 2016 Helsingin
suomenkieliseen yleislaakikseen
paasseista tuli MAFY:n kurssilta.

Laakiskurssi

o 5-8 taysmittaista harjoituspadsykoetta oikeassa koesalissa.

e Yksilollinen opetus mahdollistaa etenemisen omassa tahdissa. Kaikissa
ryhmissé on korkeintaan 16 oppilasta yhta opettajaa kohden.

« Voit aloittaa valintasi mukaan 29.8., 31.10., 9.1., 20.2. tai 28.3. Oppitunnin
ajankohdaksi voi yleensa valita aamun, iltapéivan tai illan.

DI-paasykoekurssi

« Voit harjoitella matematiikkaa, fysiikkaa ja kemiaa pdasykoetta varten.

« 4 tdysmittaista harjoituskoetta kustakin aineesta ja pitkalla kurssilla li-
siksi 2 yo-harjoituskoetta kustakin aineesta.

« Pitkakurssi 28.3.-26.5. ja kevatkurssi 20.2.-26.5.
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Pitkd matematiikka, syksy 2016
Mallivastaukset, 28.9.2016

Mallivastausten laatimisesta ovat vastanneet filosofian maisteri Teemu
Kekkonen ja diplomi-insin66ri Antti Suominen. Antti ja Teemu ovat perus-
taneet MAFY-valmennuksen, jota ennen Teemu opetti 5 vuotta lukiossa ja
Antti toimi tuntiopettajana TKK:lla. Nykyaan Teemu vastaa MAFY:n Jy-
véaskyldn kursseista ja Antti vastaa Mafynetti-ohjelman kehityksesta. Muut
mallivastaustiimin jasenet ovat Sakke Suomalainen, Matti Virolainen ja Vil-
jami Suominen. Namé mallivastaukset ovat Antti Suominen Oy:n omaisuut-
ta.

MAFY-valmennus on Helsingissé toimiva, valmennuskursseihin sekd ma-
tematiikan ja luonnontieteiden opetukseen erikoistunut yritys. Palveluitam-
me ovat

o lddketieteellisen valmennuskurssit
e DI-valmennuskurssit
o yo-kokeisiin valmentavat kurssit

o Mafynetti - sihkéinen oppimateriaali.

Julkaisemme internet-sivuillamme kaiken palautteen, jonka asiakkaat anta-
vat kursseistamme. Nain varmistamme, etta palveluistamme kiinnostuneilla
ihmisilla on mahdollisuus saada tarkka ja rehellinen kuva siitd, mita meilta
voi odottaa.

Tama asiakirja on tarkoitettu yksityishenkiloille opiskelukayttoon. Ko-
pion tasté asiakirjasta voi ladata MAFY-valmennuksen internet-sivuilta www.
mafyvalmennus.fi. Kaytto kaikissa kaupallisissa tarkoituksissa on kielletty.
Lukion fysiikan opettajana voit kdyttaéd tata tehtavapakettia oppimateriaa-
lina lukiokursseilla.

MAFY-valmennuksen yhteystiedot:
www.mafyvalmennus.fi/yhteystiedot
info@mafyvalmennus.fi

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit



-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

1. Mitké véitteet A — F ja kaavat 1-6 liittyvét toisiinsa? Merkitse vastauksesi
alimpaan taulukkoon.

Viite

Luku b on 50% suurempi kuin luku a.

Luku a on neljasosa luvusta b.

Luku b on puolet luvusta a.

Luku b on 25% suurempi kuin luku a.

Luku b on kaksinkertainen lukuun a verrattuna.
Luku a on nelinkertainen lukuun b verrattuna.

llciieliellivslies

Kaava
1]1b=2a
2| b=0,5a
3| b=15a
4 = ia
5| b=4a
6|b= Za
Viite A|B|IC|D|E|F
Kaavan numero
Ratkaisu.
Viite A|IB|/C|D|E|F

Kaavannumero | 3 | 5|2 | 6 | 1|4

Pistevtys: 1 piste / oikein vastattu kohta.

Selitykset (ei vaadittu vastauksessa):

A-3) 50% luvusta a on 50 sadasosaa luvusta a, eli %a = 0,5a. Jos luku b on
50% suurempi kuin luku a, luku b saadaan siis, kun lukuun a lisdtaan
50% luvusta a, eli

b=a+0,5a = 1,5a.

Néin ollen kohtaan A sopii kaava 3.

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 1
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B-5) Neljasosa luvusta b on %, joten jos a on neljasosan luvusta b,

b
i 4
a=y |
4a =b
b = 4a.

Nain ollen kohtaan B sopii kaava 5.

C-2) Jos luku b on puolet luvusta a,

Nain ollen kohtaan C sopii kaava 2.

D-6) 25% luvusta a on 25 sadasosaa luvusta a, eli 12—050a = %a. Jos luku b on
25% suurempi kuin luku a, luku b saadaan siis, kun lukuun a lisdtaan

25% luvusta a, eli

b= —-a = —a.
a+4a 4@

Nain ollen kohtaan D sopii kaava 6.

E-1) Luku b on kaksinkertainen lukuun a verrattuna, eli luku b on kaksi kertaa
luku a.
b= 2a.

Néin ollen kohtaan E sopii kaava 1.

F-4) Luku a on nelinkertainen lukuun b verrattuna, eli luku a on neljé kertaa

luku b.
a=4b | :4
1
b:Za.

Néin ollen kohtaan F sopii kaava 4.
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a) Sievenné lauseke \/ a\/ aVa?, kun a > 0.

b) Laske funktion

ﬂ@:;+i+1

derivaatan arvo kohdassa x = 2.
c) Laske ja sievenni

(sinz + cosz)dz.

O\wh\

Ratkaisu.

a) Neli6juuren mééritelmén nojalla va? = a, kun a > 0, joten

IS
IS
5

(Y]
I

b) Derivoidaan funktio f:

r 2
= -+ —4+1
fla) =5+ =+
1
f(x) = 5 ot 227 1
1
f/(.’IT)—i'l P2 (-1t 40
1 2
, — — —
Lasketaan derivaatan arvo kohdassa z = 2:
1 2
! 2 _ - _ =
_11
22
= 0.

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 3
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™

3
/(sina: + cosx) dx
0

(—cosx + sinx) 1p(5p)

I
\mm

s s

— cos <2> + sin <2)> — (—cos(0) + sin(0))
04+1)— (~1+0)

(1l I
H[\D [ e =]

1p(6p)

Huom! Varilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita koevastauksessa.
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3. Digitaalisten sovellusten ansiosta binaérilogaritmin bz = log, z kdytto on
yleistynyt.

a) Ratkaise yhtélo Ib(z + 1) —Ib(4x) = 1.
b) Milla arvoilla n = 1,2,3,... on voimassa 2 < lbn < 37
Ratkaisu.

a) Ratkaistaan yhtdlo

Ib(x+1) —1b(4zx) = 1.
Yhtalo on maéaritelty, kun

z+1>0

ja dr >0 | :4
x> -1

ja x>0,

eli kun z > 0.

Kéytetaan logaritmikaavaa log(z) — log(y) = log ( ), jolloin yhtélo saa

%
muodon
rz+1
b = 1.
( 4x )

Logaritmin méaritelméan nojalla log,(z) =y < = = 2V.

r+1
T~ =9! -4
4x EE:

r+1=2 4z

r+1=28x

8r—x =1
Te=1 |:7

1p(2p)

Tr =

I~ =

1p(3p)
b) Tutkitaan, milla n:n arvolla yhtdsuuruudet toteutuvat, eli millé n; patee

2 = Ib(ny) ja milla ny péatee Ib(ng) = 3. Logaritmin maaritelmén nojalla
logy(x) =y & o =2Y.

ny = 22 =4

n2:23:8.

1p(4p)
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Logaritmifunktio on aidosti monotoninen, 1p(5p)
joten 2 <'lb(n) < 3 tdsmalleen silloin, kun ny < n < ny, eli4 <n < 8.
Kaksoisepéayhtalo on siis voimassa n:n arvoilla n = 4,5,6,7, 8. 1p(6p)

Huom! Virilliset tekstit ovat lisdselityksié, joita ei vaadita koevastauk-
sessa.
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Suorakulmion yksi karki on origossa, ja sii- y
ta lahtevat kaksi sivua sijaitsevat positiivisil- 1
la koordinaattiakseleilla. Neljas karki sijaitsee
paraabelilla y = 4 — 2% alueessa z > 0, y > 0.
Miaritd suorakulmion suurimman mahdolli- 3 T
sen pinta-alan tarkka arvo.
2 +4
1 +4
0 : bz

Ratkaisu.

Suorakulmion oikeanpuoleinen ylempi kirki on paraabelilla y = 4 — 2?2 ja
vasen alakérki on origossa, joten sen leveys (kanta) on x > 0 ja korkeus on

i

Paraabeli leikkaa x-akselin pisteessé, jossa y = 0, eli

y=4—2°
0=4—2?
R
r= T2
Nain ollen suorakulmion kanta on valilla 0 < x < 2. 0.5p
1.
Suorakulmion pinta-ala on kanta kertaa korkeus (1.50)
Alx) =2 (4—2%) = 4o — 2°. 0.5p
(2p)
Tutkitaan pinta-alafunktiota A(x) suljetulla vililld 0 < x < 2. Derivoidaan
A(z).
Alz)=4-2' - 2°
Az)=4-1-2"71 —3.2%72
Allx)=4— 322 1p(3p)
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Etsitdan derivaatan nollakohdat:

Al(x)=0
4—-322=0
32 =4 |:3
2=
3
4
.T:<i) g

Derivoituvan funktion suurin arvo suljetulla valilla 16ytyy derivaatan nolla-

kohdista tai vélin paétepisteista.

(%)
- 23_@5)3

_ 82
B 3
16 - )
= suurin arvo
3v/3
. . . . 16
Vastaus: Suorakulmion suurin mahdollinen pinta-ala on ﬁ

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit
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a) Kolmion kulmat muodostavat aritmeettisen jonon, ja yhden kulman suu-
ruus on 103°. Méaaritd kulmien suuruudet asteina.
b) Kolmion kulmat muodostavat geometrisen jonon, ja yhden kulman suu-

ruus on - radiaania. Méaritd kulmien suuruudet radiaaneina.
Ratkaisu.

a) Olkoon kolmion kulmat oy, as ja ag = 103°. Kolmion kulmien summa
on 180°, joten

a1+ g + a3 = 180°
a1 + ag + 103° = 180°
a1 + ay = 180° — 103°
o]+ ag = 77° (1)
Néin ollen a4 ja oy ovat pienempia kuin 77°; joten a3 on kulmista suurin.

Olkoon a7 < ag. Kulmat muodostavat aritmeettisen jonon, joten

ay = a3z —d, (2)

] = (g — 2d. (3)

Sijoitetaan yhtalot (2) ja (3) yhtéloon (1).

a3 —2d+ a3 —d="T7°

3d = 2a;3 — TT7°
2063 —77°
d= —
3
2-103° = 77°
d= —
3
d = 43°.

Niin ollen kulmat o ja ay saadaan yhtéloistd (2) ja (3):

ap =a3—2d=103°—2-43°=17°
Qg = (kg — a4 = 103° — 43° = 60°.

Vastaus: Kulmien suuruudet ovat 17°, 60° ja 103°.
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b) Olkoon kolmion kulmat 3, = 7, 3» ja 3. Olkoon 3, < f33. Kolmion

kulmien summa on 7, joten

Br+pot+fBs=m
§+52+53:7T
52+53=6;T>

(4)

Néin ollen kulma (3 ei voi olla kulmista suurin. Tutkitaan ensin, 16ytyyko
sellaista ratkaisua, jossa [; on kulmista pienin. Kulmat muodostavat

geometrisen jonon, joten tassa tapauksessa

Pa=q- P,
63:q2'617

(5)
(6)

missd ¢ > 1. Sijoitetaan yhtélot (5) ja (6) yhtaloon (4).

6m
4P+ ¢ = —
T oo 6 ™
- Zg—2=0 -
78T I3
+q—6=0

Toisen asteen yhtédlon ratkaisukaavalla

—14 /1241 (-6)

1= 2.1
 —1£v25
4= 2
1 +5
(=)
= >1
q 5 (g )
q=2.
Kulmat ovat siis
T
51:?7
T 2
:2 :2-*27
62 Bl 7 7’
4
63:22,51:4.§:77T. Kulmat 3. £ ja B3

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit
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Tutkitaan seuraavaksi, 10ytyyko ratkaisua, jossa kulma ; on suuruus-
jarjestyksesséd kulmista keskimméainen. Kulmat muodostavat geometri-
sen jonon, joten téssa tapauksessa

p1=q- P
Bo=q B (7)

Bs=q- (8)
(5p)

Sijoitetaan yhtalot (7) ja (8) yhtaloon (4).
6

q B+ qb = K |-q

o
Bi+q* B = 7q

ja

LA T
A
1+¢*=6¢q
¢ —6g+1=0 0.25p
(5.25p
Toisen asteen yhtédlon ratkaisukaavalla
6+/(—6)2—4-1-1
1= 2.1
6+, V32
q= % (g>1)
_ 6+2v8
=7
q=3+V8. 0.25p
(5.5p)
Kulmat ovat siis
T
61 - ?
_ . lp T
B2=q P 7<3 n \/g)
3487 )
Pz = qp = (7) Kulmat ;. 85 ja 33 0.5p
(6p)

Vastaus: Kolmion kulmat ovat joko 7, 27” ja 47” tai 7(3:\@), Z ja (3+‘7/§)”.

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 11
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Huom! Ytl:n hyvan vastauksen piirteissa oli ratkaistu vain yhdet kulmat,
joten on mahdollista, ettd tdysien pisteiden saamiseksi ei tarvitse loytaa
molempia ratkaisuja.

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 12



-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

6. Vesikaukalon paadyt ovat tasasivuisen kolmion muotoiset, ja kolmion sivujen
pituus on a. Kaukalon pohja koostuu kahdesta suorakulmion muotoisesta
levysta, joiden pituus on b.

a) Vaakasuorassa oleva kaukalo on aluksi tdynné vetta. Sitd kallistetaan
pituussuunnassa niin, ettd vedenpinta ulottuu vasemmanpuoleisen paa-
tykolmion alakulmaan alla olevan kuvion mukaisesti. Kuinka monta pro-
senttia vedestd valuu pois kallistuksen aikana?

b) Téméan jialkeen kaukalo palautetaan takaisin vaakasuoraan asentoon.
Kuinka korkealla vedenpinta on kaukalon syvimmasta kohdasta mitat-
tuna?

Ratkaisu.

a)

Kun kaukaloa kallistetaan tehtdvanannon mukaisesti, vesiosa on muo-
doltaan kartio, jonka pohja (pinta-ala A,) on tasasivuinen kolmio (si-
vunpituus a) ja korkeus b. Veden tilavuus on siis

A, b

3

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 13
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ja kaukalon kokonaistilavuus (lieri) on

Vi=A4,b 1p(2p)

Vedesta valui siis pois

1
2
3
— 0,666 . ..
~ 66,7%. 1p(3p)
b) Kohdan a perusteella tiedetddn, etta
a_1
Vi 3
Ap2 : »6 o 1
Ap ° 5 a 3
Ap 1
— = (1) (o0.5p
A, 3 (3.5p)

Kun kaukalo suoristetaan, padtykolmio ja siita veden alainen alue muo-
dostavat yhdenmuotoiset tasasivuiset kolmiot.

a
=]
I
!

Yhdenmuotoisten kuvioiden vastinpinta-alojen suhde on sama kuin nii-

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 14
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den vastinosien pituuksien neliéiden suhde, joten

hs _ Am 1
2 A, 3
hy 1
—=——7= |h
h o V3
h
hy = — (2) (1p
e

(3) 0.5p
(5p)

joten veden syvyys mitattuna syvimmaéstéd kohdasta on yhtéaloiden (2)
ja (3) nojalla
AMa o,

2 pu—

h
:ﬁ:)ﬁ 5 1p(6p)

Vastaus: Vedenpinta on korkeudella ¢ syvimmaésta kohdasta mitattuna.

heo
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7. Tasokéyrd K muodostuu niistd pisteistd (z,y), joiden etdisyys origosta on
yhté suuri kuin etéisyys suorasta y = 2.

a) Johda kayran K yhtélolle muoto y = f(z). (4 p.)
b) Laske kdyran K ja z-akselin véliin jadvin rajoitetun tasoalueen pinta-
ala. (2 p.)

Ratkaisu.

a) Pisteen (z,y) etdisyys origosta on v/x? 4 y? ja etdisyys suorasta y = 2
on |y — 2|. Tehtavdnannon mukaan ndma etiisyydet ovat yhta suuret

kayrélle K, joten
Ve +yr=ly—2|_lI( )°

Pyt =y —dy+4
2= 4y +4
4y =—24+4 | :4
L,
y=—7% + 1

Vastaus: K : y = —imz + 1.

b) Kéayrda K on alaspéin aukeava paraabeli. Nollakohdat:

L,
_- 1=0
4&:—1—
1,
—r*=1 -4
=1
22 =4
r=+2

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 16
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Kysytty pinta-ala on siis

2
1
A:/2—4x2—|—1dx

1 1 941

-2

- (o)

_112 223 4 2) - (—112 S(=2)% + (—2)>

|
N

Wl oo —~

1p(6p)

Vastaus: Kayran K ja x-akselin rajoittaman alueen pinta-ala on %

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 17
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8. Alla oleva kaavio esittdd pienen kaupungin katuverkkoa. Anssi kulkee pis-
teestd A pisteeseen B kidyttdméalla mahdollisimman lyhyttéd reittid, jolloin
matkan pituus on nelja korttelinvilid. Sellaisissa risteyksissd, joissa kaksi
vahtoehtoa johtaa lyhimpaén reittiin, hédn valitsee suunnan kolikkoa heitta-
malla.

a) Piirra erilliset kuviot kaikista niistd viidestd mahdollisesta reitisté, joi-
den pituus on nelja korttelinvélid, ja maarita niiden valintatodennéakoi-
syydet.

b) Birgitta kulkee pisteesta B pisteeseen A ja valitsee mahdollisimman ly-
hyen reitin vastaavalla tavalla. Anssi ja Birgitta lahtevit liikkeelle sa-
manaikaisesti ja kulkevat samaa vauhtia. Kuinka suurella todennékoi-
syydelld he kohtaavat toisensa matkan puolivalissi?

B

Ratkaisu.

a) Merkitddn ympyrélld kohta, jossa tehddan reittivalinta kahden lyhim-
péaan reittiin johtavan suunnan vélilla.

1.

P(ABy) =

DN | —
DN | —

[l 1 =

e
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2.
B
3
P(AB) = <1) _ L
&b ¥ 8
AY
e
3.
B
3
P(AB;) = (1) _L
b ¥ 2/ 8
AY
e,
4
B
2
P(ABy) = (1> .
P 2/ 4
s
e
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Pisteytys: Jokaisesta oikeinpiirretysta reitista saa 0.2p ja jokaisesta oi-
kein lasketusta reitin todennéakoisyydesta saa 0.4p.

b) Piirretddn Anssin reittivalintoja vastaavat Birgitan reittivalinnat reitilla
pisteestd B pisteeseen A.
1.
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2.
= o
1\3 1
A P(BA,) = (2) =3
N4 =
A
3.
of
2
1 P(BAy) = (;) _ i
AN —
A
4.
& o
3
| s~ () -
J/ =
A
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Koska kulkunopeus ja ldhtohetki ovat samat, Birgitta ja Anssi kohtaavat,
jos heidéan valitsemiensa reittien puolivalit ovat samassa pisteessé. Nain
on, jos kumpikin valitsee minké tahansa reiteista 2-5 tai molemmat
valitsevat reitin 1. 1p(4p)

Kysytty todennakoisyys on siis

P(“kohtaavat toisensa”) = P((AB; ja BA;) tai (ABy 5 ja BAy5))

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=ratrstata) GGritet)om
9
B
= 0,625
= 62,5% 1p(6p)

Vastaus: He kohtaavat toisensa matkan puolivalissia todennakoisyydella 62,5%.
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9.1. Olkoon n = 2, 3, 4, ... kokonaisluku. Osoita, etta luku
n® 4+ 6n* — Tn
on jaollinen luvulla 6.

Ratkaisu.

RATKAISU KONGRUENSSIN AVULLA:

n*+0—-n (mod 3)
n(n®—1) (mod 3)
n(n—1)(n+1) (mod 3)
(n—1)n(n+1) (mod 3)

n® 4+ 6n%—7Tn

p

Nyt koska n > 2, luku (n — 1)n(n 4+ 1) on kolmen perdkkéisen positiivisen
kokonaisluvun tulo. Joka kolmas luku on jaollinen kolmella, joten joko n—1,
n tai n + 1 on jaollinen kolmella, eli niiden tulo on myos.

o
—~
~—

1p(4p

Toisaalta joka toinen luku on jaollinen kahdella, joten ainakin yksi luvuista
on myos, eli tulo on jaollinen myos kahdella.

1p(5p)

Koska tulo on jaollinen kahdella ja kolmella, jotka ovat keskendéan jaottomat,
se on jaollinen my6s kuudella.

1p(6p)

RATKAISU ILMAN KONGRUENSSIA:

n® +6n®> — T =n’+6n°>—6n—n
=n® —n+6(n*—n)
=n(n®—1)+6n(n—1)
=nn—1)(n+1)+6n(n—1)

=(n—1n(n+1)+6n(n-—1).

Nyt koska n > 2, luku (n — 1)n(n + 1) on kolmen perédkkéaisen positiivisen
kokonaisluvun tulo. Joka kolmas luku on jaollinen kolmella, joten joko n—1,
n tai n+1 on jaollinen kolmella, eli niiden tulo on myo6s. Toisaalta joka toinen
luku on jaollinen kahdella, joten ainakin yksi luvuista on myos, eli tulo on
jaollinen myo6s kahdella. Koska tulo on jaollinen kahdella ja kolmella, jotka
ovat keskenaén jaottomat, se on jaollinen myos kuudella.

2p(4p)
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Koska n > 2, my6s luku n(n — 1) on positiivinen kokonaisluku, joten luku
6 - n(n — 1) on jaollinen kuudella. 1p(5p)

Alkuperdinen luku on kahden kuudella jaollisen positiivisen kokonaisluvun
summa, joten myos se on jaollinen kuudella. L1 {1p(6p)
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9.2. Tarkastellaan raja-arvoa
I " — 60z —8
e |

eksponentin n =1, 2, 3, ... eri arvoilla.

a) Osoita, ettd raja-arvo on olemassa, kun n = 7.
b) Osoita, ettd raja-arvoa ei ole olemassa, kun n # 7.

Ratkaisu.

a) Viite: Raja-arvo
7 — 60z — 8
z—2 r2 — 4

on olemassa.
RATKAISUVAIHTOEHTO 1:

Olkoon f(z) = 2" — 60x — 8. Murtolausekkeen jakaja on 2% — 4 = (z —
2)(x + 2). Tutkitaan lausekkeen f(x) jaollisuutta x — 2:lla, eli etsitdén
jakokulman avulla sellainen polynomi P(z), jolle % = P(x).

28 4+ 225 + 42t + 823 + 1622 + 322 + 4

r—2) a — 60z — 8
— 27 + 228
229
— 228 + 427
Axd
— 427 + 824
8
— 8z* + 1623
1623
— 1623 + 3222
3222 — 60z
— 3222 + 642
4o — 8
—4x +8
0

Néin ollen siis polynomi P(z) = 2% + 22° + 42* + 82 + 1622 + 322 + 4
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ja
x’ — 60z — 8

2 —2

1 x’ —60r — 8
T+ 2 r— 2

1
:?.(x6+2x5+4x4+8x3+16x2+32x+4)
X

28 4+ 22° + 4t + 823 + 1622 + 32x + 4

T+ 2
Nyt lausekkeen nimittdjén raja-arvo on

limr+2=2+2=4+#0
T—2

ja polynomina myo6s osoittajalla on raja-arvo,

joten raja-arvo
i 7 — 60z — 8
e 2 —4

on olemassa.

RATKAISUVAIHTOEHTO 2:

Olkoon f(z) = 27 — 60z — 8 ja g(x) = 2% — 4. Funktiot ovat polynomi-

funktioina derivoituvia kaikkialla ja

. T 7 .
algr;f(:c) = lim 2" — 60z — 8

=2"-60-2—38
=0

. 1 2_

liny () = Ly 2° — 4
=22—4
=0.

Molempien funktioiden raja-arvo lahestyttiessd kohtaa x = 2 on siis

nolla. Tutkitaan raja-arvoa

. fl(x) . 725 —60
lim =lim —
z—2 g’(z) z—2 2x

T 26 — 60
2.2

= 97.  Olemassaolon osoittaminen

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit

26

(3p)

0.5p
(1p)

1p(2p)



-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

Koska tdmaé raja-arvo on olemassa, I’'Hospitalin sdénnon nojalla, .0.5p
(2.5p)

lim M = lim f'(@)

T—2 g(x) T2 g’(gj)’

eli myos raja-arvo
i 27 — 60z — 8
252 2 —4

on olemassa. 1 [0.5p
(3p)

b) Tutkitaan osoittajan f(z) = z™ — 60x — 8 raja-arvoa, kun = — 2.

lin% z" — 60x — &

T—r
=2"-60-2-8
=2" —128.
Tama on nolla ainoastaan, kun n = 7. 1p(4p)
Nimittdja 22 — 4 lihestyy a-kohdan nojalla nollaa, kun z — 2. 1p(5p)

Osoittaja ei siis lahesty nollaa ja nimittdjé ldhestyy, joten raja-arvoa ei
ole olemassa, kun n # 7. L1 {1p(6p)
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10. Yhtalo x = g(z) voidaan usein ratkaista kiintopistemenetelmdn avulla. Tal-
16in tehddan alkuarvaus xy ja mééritelladn lukujono (x,) kdyttaméalla pa-
lautuskaavaa

Tpi1 =9g(z,), kunn=0,1,23, ...

Anna seuraavien kohtien vastauksina lukujen xq likiarvot kolmen desimaalin
tarkkuudella.

a) Ratkaise yhtalo
r=2+Inx (%)

kiintopistemenetelmén avulla, kun alkuarvauksena on xy = 1.

b) Yhtalolla (x) on toinenkin ratkaisu. Muokkaa yhtélo (%) eksponentti-
funktion avulla toisenlaiseen kiintopistemenetelmassa kaytettavaan muo-
toon ja ratkaise se alkuarvauksella xq = 1.

Ratkaisu.

a) Ratkaistaan yhtdlo z = 2 + In(z) kiintopistemenetelmalla alkuarvauk-
sella x¢g = 1.

Ty =1

ry=2+1In(l) =2

vy =2+ In(2) = 2,6931 ...

r3 =2+ 1n(2,6931...) =2,9907..._ Iterointi

T10 = 3,14614 . .. ~ 3,146

b) Muokataan annettua yhtéaloa:

r=2+1Inz
Inr =x—2
Logaritmin maéritelmén nojalla Inx =y < = = €Y.

r =2
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Ratkaistaan tamé kiintopistemenetelmalla alkuarvauksella zy = 1.

Tog = 1

r=e'"2=0,3678...

zy = %378=2 — (0 1955 ... Tterointi
z19 = 0,15859 ... ~ 0,159 1p(6p)

Huom! Virilliset tekstit ovat lisdselityksié, joita ei vaadita koevastauk-
sessa.
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1 1
11. Ympyré sivuaa y-akselia origossa sekd kédyria y = — ja y = —— alueessa
x x
x > 0. Maéarita ympyran sade.

)

2

1

-

Ratkaisu.

Merkitédén ympyran keskipistettd (zo, yo):1la ja sivuamiskohtaa kéyrien y =
i jay = —% kanssa x = a:lla. Tiedetdédn, ettd xg > 0 ja a > 0. Symmetrian
nojalla keskipiste on z-akselilla, joten 1y = 0 ja ympyrén side on r = x.

‘31.

0 (00)
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Ympyran yhtalo:
(x = 20)* + (y — yo)* = 1
(x —20)* + (y — 0)* =12

(x —x0)® +y* =17
Ympyra sivuaa y-akselia, joten r = xg.

x2—2xxo+%+y2=%
2* +y? — 2w = 0 (1)

Sijoitetaan pisteen A koordinaatit yht&loon (1).

5 1
a +—2—2ax0:0
a

5 1
2az0 =a"+ — || :2a
a
el

fo= 2a
at +1

To =~ (2) [1.5p
2a (2.5p)

Sade K A on kohtisuorassa kayralle y = % kohtaan x = a piirrettya tangent-
tia vastaan. Sateen K A suuntaisen suoran kulmakerroin on

1

k,=-%——  missi a # xg
a — T
1
k, = ———. 3
a? — axg (3)

Tilannetta a = x ei tarvitse erikseen tutkia, koska se ei ole mahdollinen. Jos
olisi a = xp, side K A olisi pystysuora, ja kidyrdan y = % tangentin taytyisi
olla vaakasuora. Kayran y = % tangentti ei voi kuitenkaan olla vaakasuora,
silld sen derivaatta on negatiivinen kaikilla z.

Tangentin kulmakerroin kohdassa z = a kéyrélle y = y;(z) = L on

1
a2

Kohtisuoruusehto:
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k/’t . ]{37- - —1
Sijoitetaan (3) ja (4).
1 1
. -1
a? a? — ax
1 4_ 3
T et S RS
at — g =1
adrg=a*-1 |:d°
at —1

Yhtaloista (2) ja (5) saadaan:

a4+1_a4—1

3
203 a3 -2
at+1=2a" -2
at=3
a= t V3. 1p(5p)
Yhtalosta (5) saadaan ympyran siteeksi
4
(V8) 1
Ty = -3
(V3)
2
=58
4
—0.877...

Likiarvo kannatta laskea tarkistusta varten, silli tehtdvinannon kuvasta
nahdaén, ettd ympyran siteen tulee olla hieman ykkosta pienempi.

2
Vastaus: Ympyran sdde on 3—§ 1p(6p)
4

Huom! Vastaukseksi kiy myos muut sievennetyt muodot, kuten esimerkiksi
2 2 2

, - tail .
V3 Y3 V2T

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita koevastauksessa.
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12. Tehtéavassa tutkitaan tason yhtélon erilaisia esitysmuotoja.

a) Tarkastellaan yhtaloa

N-(F—7) =0, (*)

kun

Muunna yhtélo () muotoon
ar +by+cz=d (%)

maarittamalld siiné esiintyvat vakiot a, b, ¢ ja d.
b) Osoita, etté piste (1,2, 3) toteuttaa yhtalon () niilla vakioiden arvoilla.
c) Madritd uudet vektorit N ja 7, joilla yhtélo 22 — 5y + 7z = 14 on
yhtépitavd muotoa (%) olevan yhtéalon kanssa.

Ratkaisu.

a) Sijoitetaan lausekkeet

Yhtaloon

Saadaan
(36 — 2§ +5k) - (wi+yj+2k—i—27—3k)=0

(3i — 25 +5k) - [(x — )i+ (y — 2)j + (2 — 3)k] =0
3z—1)—2(y—2)+5(2—3)=0

0

1

3r—3—-2y+4+52—-15=
4. 1p(2p)

Vastaus: Yhtalo on kysytyssd muodossa 3z — 2y + 5z = 14.
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Sijoitetaan pisteen (1,2,3) koordinaatit a-kohdan vastauksena saadun
yhtéalon vasemman puolen lausekkeeseen:

3r—2y+5z=3-1—-2-2+5-3=14.

Kohdan a vastauksena saadun yhtalon oikea puoli on my6s 14, joten
piste (1,2,3) toteuttaa a-kohdan vastauksena saadun yhtélon. 2p(4p)

Merkitdan

N =ngi+ny,j +n.k
TO = Iog + y()} + Z()E.

Nyt siis
N-(F—T9) =0
N-T—N -Tp=0
N-T=N-T
(ngt +nyj +n.k) - (zi+yj+zk)=N-7p
nyx +nyy +n.z=N-Tg (1)
vakio

Annettu yhtalé 2z —5y+7z = 14 on muotoa (1), joten vasemman puolen
kertoimista ndhdaan, etta

Ng = 2 (2)
Ny = —5 (3)
n, = 7. Vektori N (4)

ja oikeasta puolesta saadaan

N-Tp=14
(et 4+ nyj + n.k) - (zoi + yoJ + z0k) = 14

Ngxo + NyYo + ny20 = 14
Sijoitetaan tahin (2), (3) ja (4).

2%0 — 5y0 + 72’0 =14
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Tamaé on ensimmaéisen asteen yhtalo, jossa on kolme tuntematonta. Nain
ollen kaksi niista voi olla mitd hyvansa ja yhtélolle 16ytyy silti ratkaisu.
Etsitaan ratkaisu, kun xg = yo = 0.

2.0—-5-0+7z=14 |:7

2022,

joten rg = 2k. 1p(6p)

Vastaus: N = 2i — 57 + 7k ja 7y = 2k.

Huom! Virilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita koevastauk-
sessa. Huomaa, etta vektorille 7y on monta oikeaa vaihtoehtoista muotoa,
jotka toteuttavat yhtalon 2xy — byy + 7zo = 14.
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13. Reaaliluku on algebrallinen, jos se on jonkin kokonaislukukertoimisen poly-
nomin nollakohta. Téllaiset polynomit ovat muotoa

P(z) = ap + a1z + agx® + ... + apa”,

kun polynomin asteluku on n = 1,2, 3,... ja kertoimet ag, a, as, ..., a, ovat
kokonaislukuja. Osoita, ettd luku x on algebrallinen johtamalla jonkin sopi-
van polynomin lauseke, kun

a) xr = :23 (1p.)

b) z=+v3  (1p)

¢) x=2+3 (1p)
d) z=v2+V3 (3 p.)
Ratkaisu.

a) Etsitaan sopivaa polynomifunktiota:

23

r=- |-
3
3r =2
3r—2=0

Kaikki yllaolevat yhtalot ovat ekvivalentteja, joten sopiva polynomi on
P,(z) =3z — 2.
b) Etsitdan sopivaa polynomifunktiota:
z=v3 ()
=3

22 —-3=0.

Tarkistetaan, ettd 2 = v/3 on polynomin P,(x) = x> — 3 nollakohta.

P(V3) =v3 —3=3-3=0.

Téten sopiva polynomi on By(z) = 2% — 3. 1p(2p)

c) Etsitdén sopivaa polynomifunktiota:
r=2+3
r=2=v3 |( )
?—dx+4=3
> —4r+1=0.
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Tarkistetaan, ettd z = 2 + /3 on polynomin P,(z) = 2> — 4z + 1 nolla-
kohta.

P.24+V3) =(2+V3)?—4(2+V3) +1
=44+4V3+3-8—-4V3+1
= 0.

Niin ollen sopiva polynomi on P.(z) = 2? — 4x + 1. 1p(3p)

d) Etsitdan sopivaa polynomifunktiota:

r=v2+V3 ()
2’ =2+2V2V3+3
2 —5=2V2-3
1 =5=2V6 | )

2 — 1022 +25=4-6
2t — 1022 +1=0.

Tarkistetaan, etté V2 + /3 on polynomin Py(z) = z* — 1022 + 1 nolla-
kohta.

Pyi(V2+V3) = (V2+V3)' —10- (V2 +V3)* +1
= (2+2V2V3+3)2 —10- 2+ 2v2V3+3) + 1
= (5+2V6)* — 10(5 + 2v6) + 1

— 2542076 +4-6— 50 — 2076 + 1

=0.

Téten sopiva polynomi on Py(z) = x* — 1022 + 1. 3p(6p)

Pisteytys: Polynomien loytamisen lisaksi taytyy perustella, ettd annettu x:n
arvo on kyseisen polynomin nollakohta.
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