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Tiesitko tata?
MAFY:n ladkiskurssi 2,2-kertaistaa mahdollisuutesi padsta sisdan yhdella

yrityksella. Poikkeuksellisen kovista tuloksista johtuen ladkikset alkavatkin
tayttyd MAFY:n kurssilaisista.

MAFY:n asiakkaat veivat 37 %
Helsingin suomenkielisen
yleisladkiksen paikoista vuonna
2017.

Laakiskurssi

« 4-8 taysimittaista harjoituspaésykoetta oikeassa koesalissa.

e Yksilollinen opetus mahdollistaa etenemisen omassa tahdissa. Kaikissa
kemian ja biologian ryhmissé korkeintaan 16 oppilasta yhta opettajaa
kohden ja fysiikassa korkeintaan 11 oppilasta yhta opettajaa kohden.

» Voit aloittaa valintasi mukaan 30.10., 8.1., 19.2. tai 27.3. Oppitunnin
ajankohdaksi voi yleensa valita aamun, iltapaivan tai illan.

e Helsinki — Tampere — Jyviskyla

DI-paasykoekurssi

« Voit harjoitella matematiikkaa, fysiikkaa ja kemiaa paasykoetta var-
ten.

« 4 taysimittaista harjoituskoetta kustakin aineesta ja pitkalla kurssilla
lisaksi 2 yo-harjoituskoetta kustakin aineesta.

o Pitka kurssi 19.2. - 25.5. ja kevatkurssi 27.3. - 25.5.

o Helsinki — Jyvaskyla

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit



-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

Pitkd matematiikka, syksy 2017
Mallivastaukset, 25.9.2017

Mallivastausten laatimisesta ovat vastanneet filosofian maisteri Teemu
Kekkonen ja diplomi-insind6ri Antti Suominen. Antti ja Teemu ovat perus-
taneet MAFY-valmennuksen, jota ennen Teemu opetti 5 vuotta lukiossa ja
Antti toimi tuntiopettajana TKK:lla. Nykydan Teemu vastaa MAFY:n Jy-
viskylan kursseista ja Antti vastaa Mafynetti-ohjelman kehityksestd. Muut
mallivastaustiimin jasenet ovat Sakke Suomalainen, Matti Virolainen, Vilja-
mi Suominen, Olli Hirviniemi, Katja Niemisto. Namé mallivastaukset ovat
Antti Suominen Oy:n omaisuutta.

MAFY-valmennus on Helsingissé toimiva, valmennuskursseihin sekd ma-
tematiikan ja luonnontieteiden opetukseen erikoistunut yritys. Palveluitam-
me ovat

o ladketieteellisen valmennuskurssit
e DI-valmennuskurssit
o yo-kokeisiin valmentavat kurssit

o Mafynetti - sahkéinen oppimateriaali.

Julkaisemme internet-sivuillamme kaiken palautteen, jonka asiakkaat anta-
vat kursseistamme. Néain varmistamme, etté palveluistamme kiinnostuneilla
ihmisilla on mahdollisuus saada tarkka ja rehellinen kuva siitd, mita meilta
voi odottaa.

Tama asiakirja on tarkoitettu yksityishenkiloille opiskelukéyttoon. Ko-
pion tésté asiakirjasta voi ladata MAFY-valmennuksen internet-sivuilta www.
mafyvalmennus.fi. Kaytto kaikissa kaupallisissa tarkoituksissa on kielletty.
Lukion matematiikan opettajana voit kdyttda taté tehtavapakettia oppima-
teriaalina lukiokursseilla.

MAFY-valmennuksen yhteystiedot:
www.mafyvalmennus.fi/yhteystiedot
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1. a) Laske ja sievenna derivaatta f'(2), kun f(z) = 2° + 5z.
b) Laske ja sievenna derivaatta ¢'(7), kun g(z) = ( ).
l
c) Laske ja sievenné derivaatta h'(2t), kun h(z) = =
x

Ratkaisu.

a)
f(z) = 2"+ 5z

f'(x) =52* +5
fl(2)=5-2"+5
=5-16+5
=80+5
f'2) =85 1p(2p)

05T 1p(3p)

glm) =—1 1p(4p)

Lisatieto: Arvon cosm = —1 voi péaatellda yksikkéympyrasta:

(e
]

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 1
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x
B(z)=2"%(—lnz+1)
W) — 1-— inx
x
1 —1In(2t)
B'(2t) =
(2t) (2t)?
1 — In(2t)
R'(2t) =
(2t) 4¢2

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit
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a) Hannele on ratkaissut yhtdlon
20z + o +3) =8(x + 1) + 227,

mutta valivaiheet ovat menneet sekaisin.

Merkitse vélivaiheet (B)—(F) alla olevaan taulukkoon niin, ettd ne muo-
dostavat yhtalon loogisesti etenevén ratkaisun. Vastausta ei tarvitse pe-
rustella.

2z + 7 +3) =8(x + 1) +22°

)
(B)
(C) |[z+3=4(x+1)
(D)

)

)

D) [z+3—-4—-az=4da+4—-4-2
(E) [z+3=4x+4]
(F) |#*+2+3=4(z+1)+2°
1
G) z=-—2
(G) o=-3

Vilivaiheen jarjestysnumero | 1 |2 |3 |4 |5 |6| 7
Valivaihe A G

b) Myos Pauliinan laskun vélivaiheet ovat menneet sekaisin, ja lisiksi mu-
kaan on tullut yksi johonkin muuhun laskuun kuuluva vélivaihe.

Tehtavéna on valita alla olevista kohdista (B)—(F) nelja ja jérjestad ne
niin, etta niista muodostuu yhtalon

20+ 4z = 22 + 8

ratkaisu. Vastausta ei tarvitse perustella.

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 3
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20 4+ 4z = 2* + 8
2? — 42 = 12]
[2” +42+ 16 =0

)
)
)

D) [z—2=+4]
)
)
)

0” — 4z +4=16]

F) |(z—2)?2=4
(G) z=-2 tai z=6
Vilivaiheen jarjestysnumero | 1 |2 |3 |4 |5 | 6
Vilivaihe A G

Ratkaisu.

a) Lisdselitys: Alla on kirjoitettu yhtélon ratkaisu loogisessa jarjestyksessa:

(A) 2@2*+2+3)=8x+1)+22> |:2

(F) |o®+o+3=A(+1)+2°| || -2

(C) |[z+3=4(x+1)

E) [z2+3=4da+4| |—-4—2z

(D) ‘:1;—1—3—4—:1;:4:1;—1—4—4—:1;

—1=3z

(B) |+ (=3)

(G) x= ~3
Vastaus: Valivaiheen jarjestysnumero | 1 | 2 | 3[4 | 5|6 | 7

Valivaihe A|lF|C|E|D|B|G

Osapisteité:

Jos oikein ensimmaiset kolme, eli A, F, C, saa 1p.

Jos oikein ensimmaéiset viisi, eli A, F, C, E, D, saa 2p.

Ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 4
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b) Lisaselitys: Alla on kirjoitettu yhtalon ratkaisu loogisessa jarjestyksessa:

Vastaus:

Osapisteita:

(A) 20+4r =2°+38
22 —4r=20—8

(B
(E

2? — 4z +4 = 16]

)
)
(F) [@—27 =4
)
)

2® —dr=12] |+4

&
(G) z=-2 tai =6
Valivaiheen jarjestysnumero | 1 | 2 | 3 |4 | 5 | 6

Valivaihe

A

Jos oikein ensimméiset kolme, eli A, B, E, saa 1p.

Jos oikein ensimmaéiset nelja, eli A, B, E, F, saa 2p.

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit
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3. Ratkaise arvioiden oheisen kuvaajan perusteella

a) yhtalo |f(z)] =2, (2 p.)
b) epéyhtalo |f(x) — 1| < 1. (4 p.)

Anna vastaukset yhden desimaalin tarkkuudella.

317 y = f(x)
9 1 ///_\\
14 / \
: : : : : : : : \ }l’
4 -3 -2 —1 1 2 3 4 ’A\ 6
aa
\\ / 921 \
N—" \
Ratkaisu.
a)
|f(x)] =2

flz)=2 tai f(z)=-2
Luetaan funktion y = f(z) kuvaajasta kohdista y = 2 ja y = —2 vastaa-
vat muuttujan = arvot.
f(z) =2 kohdissa z = 1,7 ja x = 3,8
f(x) = —2 kohdissa x = —=38; x = —1,7jax =55

Vastaus: v = —3,8 taix = —1,7tai z = 1,7 tai x = 3,8 tai ¢ = 5,5
3 nollakohtaa oikein 1p, 5 nollakohtaa oikein 2p
b)
f@) -1 <1
1< f@m)—1<1 | +1
0< f(x) <2 1p(3p)

Kuvaajasta ndhdaéan, ettd namé epayhtalot toteutuvat, kun

0<x<1,7 tai 38 <x<4)9. 3p(6p)
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4. a) Olkoon f(t) = sin(at), kun ¢t € R. Milld vakion a > 0 arvolla lausekkeen
|f'(t)| suurin arvo on 27

b) Maarita lauseke funktiolle g(z), jolle patee D(eg(z)) = (62 + 1)e@ ja
9(0) = 3.

Ratkaisu.

a)

f@)
()
/()]

| cos(at)|:n suurin arvo on 1 (esim. kohdassa ¢ = 0). Siten funktion |f'(¢)|
suurin arvo on a ja annettu ehto toteutuu, kun

sin(at), kunteR

a cos(at)

alcos(at)|, kuna >0 1p(2p)

a=2. 1p(3p)
b)
D(e9®)) = (62 + 1)@
g (2)e?® = (6 4 1)e?™ 1p(4p)
g'(r) =6r+1 1p(5p)
g(x) = /651; + 1dx

g(x) =32 +2+C

Pisteytyksestéa: Viides piste tulisi ehka yleensa vasta tasta. Hyvin vas-
tauksen piirteissa se oli kuitenkin annettu jo aiemmin, joten mekin teim-
me niin.
Télloin

g(0)=3-0°4+0+C=C.
Koska alussa oletettiin, ettd ¢g(0) = 3, niin on pakko olla C' = 3.
Funktion lausekkeeksi saadaan

g(z) =32 + x + 3. 1p(6p)
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5. Kuinka monta prosenttia kuvassa olevan pienemmaén nelién sivun pituus on
suuremman nelion sivun pituudesta? Kuinka monta prosenttia pienemmén
nelion pinta-ala on suuremman nelién pinta-alasta? Suuremman nelioén sivun
pituus on 1.

12,7°

Ratkaisu. Suuremman nelion sivun pituus on 1. Merkitdan reunoille synty-
vien suorakulmaisten kolmioiden lyhyempéaé kateettia a:lla ja pienemmén
nelion sivua c:11a. Saadaan alla oleva kuva

a 1—a

e ’

Kolmioiden pidemmat kateetit ovat 1 — a, joten sivu ¢ saadaan pythagoraan

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 8
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lauseella
a4+ (1 —a)*=c
a?+1—-2a+a*>=¢

c= t v2a®—2a+1 (1)

Reunoilla olevista kolmioista saadaan

a

tanl2, 7 =-—7 |- (1-a) a#1 1p(3p)
tan 12,7° — atan 12,7° = a
tan 12,7°
= ——"— =0,18391... 2
T ilitan12e 1p(4p)
Kysyttyjen sivujen %-osuus on (yhtald (1)):
2a% — 2 1
SRS i ()
= /2 (0,18391...)2 — 2 (0,18391...) + 1
— 0,83655. ..
~ 83,7% 1p(5p)
Kysytty pinta-alojen %-osuus:
c? )
= = (0:83655...)
=0,69982. ..
~ 70,0 % 1p(6p)

Vastaus: Pienemman nelion sivun pituus on 83.7 % suuremman nelion sivun
pituudesta ja pienemmén pinta-ala 70.0 % suuremman pinta-alasta.

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 9
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6. Ympyrasektorin sade on 3 ja keskuskulman suuruus a. Sektori taivutetaan
ympyrapohjaisen kartion vaipaksi. Miké on kulman o tarkka arvo silloin,
kun kartion tilavuus on mahdollisimman suuri.

Ratkaisu. Kun sektori taivutetaan ympyrapohjaisen kartion vaipaksi, muo-
dostuu kartio, jonka sivujanan pituus on 3, korkeus h ja pohjaympyran sade
r.

Pythagoraan lauseesta saadaan

3% =h? +1?
9=h%41?

oo

Kartion tilavuus on

mrih

3

V=

(9 — h3)h = g(9h —13) 1p(2p)

w

Tilavuuden derivaatta on

V/(R) = 5(9 - 31?). 15(30)

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 10
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Derivaatan nollakohdat:

V'(h) =0
g(9—3h2) ~0
9—3r%=0
32 =9
h?=3

h= V3

Selvitetddn funktion merkki, kun 0 < h < V3 ja kun h > V3

V) =29-3-1)=2.6>0
V(@) ="209-3.20=".(-3) <0
3 3
Piirretaan kulkukaavio:
0 V3
V'(h) | + | —
Vih) | N\
max
Tilavuus on suurin silloin, kun A = V/3.Talloin pohjaympyran side on 1p(4p)

- (J_r)‘/g_}ﬂ:m:\/é 1p(5p)

Selvitetdan vield, kuinka suuri vaippasektorin keskuskulma télloin on.

Sektorin kaaren pituus on pohjaympyréan kehan pituus eli 277 ja sektorin
sade on kartion sivujana 3.

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 11



-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

2rr

Keskuskulman suuruus radiaaneina on kaaren pituuden suhde siateeseen.

2 2mv6  2V/6
3 3 3

o =

7 (rad) 1p(6p)

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 12
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7. Tavallista noppaa heitetdan kolme kertaa, jolloin saadaan heittojérjestykses-
sé luvut a, b, c. Laske seuraavien tapahtumien todennékoisyydet:

a) Jono (a, b, c) on aidosti kasvava ja aritmeettinen.
b) Jono (a,b,c) on geometrinen.

Ratkaisu.

a) Selvitetddn ensin suotuisat tapaukset sille, ettd jono on aidosti kasvava
ja aritmeettinen. Erotusluvun taytyy olla positiivinen, jotta jono olisi ai-
dosti kasvava. Lisaksi sen taytyy olla kokonaisluku, silla nopan mahdol-
liset silmaluvut ovat aina kokonaisluvun péassa toisistaan. Erotusluvun
taytyy siis olla positiivinen kokonaisluku. Kéydéaan eri vaihtoehdot lapi:

1) Erotusluku on 1.
Talloin suotuisia tapauksia ovat

(1,2
(2,3
(3,4
(4,5

2) Erotusluku on 2.
Talloin suotuisia tapauksia ovat

(1,3,5)
(2,4,6)

Erotusluku ei voi olla 3 tai suurempi, koska talloin kolmas luku

c>a+2-3>7

Suotuisia tapauksia on siis yhteensi 6.
Yhteensé kolmen jonoja on 63. 1p(2p)

Todennakoisyys on suotuisten jonojen lukumaara jaettuna kaikkien jo-
nojen lukumaaralla eli

61

1
@ =@ =3 =002 =277 %~ 28% .1p(3p)

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 13
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b) Selvitetddn ensin suotuisat tapaukset sille, ettd jono geometrinen. Jos
geometrisen jonon ensimméinen jasen on a ja toinen b, niin suhdeluku

on —. Talloin kolmas jésen on
a

2
b,
a a

Tutkitaan ensin sellaisia geometrisia jonoja, joiden suhdeluku ¢ > 1 eli
jono on aidosti kasvava. Selvitetdan suotuisat tapaukset sen mukaan,
mikd on jonon ensimmainen jasen.

1) Ensimmaéinen jésen on 1.
Talloin suotuisia tapauksia ovat

(1,2,4)
1-379)

Muita ei voi olla, koska talléin kolmas luku olisi aina suurempi kuin 6.

2) Ensimméinen jésen on 2.
Talloin suotuisia tapauksia ovat

Muita ei voi olla, koska talloin kolmas luku olisi aina suurempi kuin 6.

3) Ensimmaéinen jésen on 3.

Talloin suotuisia tapauksia ovat
(3.4—)

)

Muita ei voi olla, koska talloin kolmas luku olisi suurempi kuin % > 6.

e

(3.5,

e

4) Ensimmaéinen jasen on 4.
Talloin suotuisia tapauksia ovat

Muita ei voi olla, koska télloin kolmas luku olisi suurempi kuin % > 6.

Ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 14
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5) Ensimmaéinen jésen on 5 tai suurempi.
Koska tutkittiin jonoja, jotka ovat aidosti kasvavia, ensimmaéinen ja-
sen voi olla korkeintaan 4, silla muuten kolmas jasen olisi suurempi
kuin 6.

Ainoa aidosti kasvava geometrinen jono on siis (1,2,4).

Jos ¢ < 1 ja télloin jono (a, aq, ag?) on geometrinen, niin jono (aq?, aq, a)
on geometrinen, jonka suhdeluku on ¢~ > 1. Jokaista aidosti vihene-
vaa geometrista jonoa kohden on aidosti kasvava geometrinen lukujono.
Tamén vuoksi jono (4,2, 1) on ainoa aidosti vihenevi geometrinen jono.

Aidosti kasvavia geometrisia jonoja on yksi ja aidosti vihenevid geomet-
risia jonoja on yksi.Lisdksi vakiojonot ovat geometrisia. Vakiojonoja on 1p(4p)
kuusi kappaletta:

Yhteensa geometrisia jonoja on siis kahdeksan. 1p(5p)

Yhteensi kolmen jonoja oli 6.
Todennékoisyys on suotuisten jonojen lukumaérian suhde kaikkien jono-
jen lukuméaraan eli

1
L= 5 == =0,0370370... = 3,70370... % ~ 3,7
6 (2-3p8 3 27 s 3T 1n(on)

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 15
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8. Eksponenttifunktion e® likiarvoja voidaan laskea n-asteisten polynomien

A "
Pn(ﬂf):1+ﬁ+§+§+"‘+m
avulla, kunn =1, 2, 3, ...

a) Kuinka suuri suhteellinen virhe syntyy, kun Neperin luvun e likiarvona
kéaytetaan lukua Ps(1)?

b) Eksponenttifunktion derivaatalle patee De* = e*, kun x € R. Osoita,
ettd tehtdvan polynomeille on voimassa

Fy(x) = Poa ()

kaikilla n = 2, 3, 4, ...
c) Maarita pienin mahdollinen asteluku n, jolle

|Po(z) — Pl (2)| < 107°

kaikilla 0 < x < 1. Tarvittavan epédyhtalon voi ratkaista esimerkiksi

kokeilemalla.
Ratkaisu.
S Y mn=1 2 3
e = n(l')— ‘I—ﬁ‘l—a—’—y—i“"m, unn =1, 4, o, ...

3

2 4 5
P(1l) _ l+g+5+m+toty

e e
163
— 60

N €
= 0,9994058. ..

1p oikeasta Ps(1) arvosta
Suhteellinen virhe on

1 —0,9994058 ... = 0,00059418.. ..
= 0,059418... %
~ 0,05942 %

Vastaus: Suhteellinen virhe on 0,05942 % todellista arvoa pienempi.

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 16
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1 2zx  32? 4x? nz" !
/ P — — —_— —_— LIS
Bl =0s gty T Tt 1p(3p)
o 3t Ad
T T x
Pl(z)=1
A I AR TSI R pr e
1 1 i
N ;L/l.nfl
123 (n—1)x
r 2 2 !
P =14+ -+ ...
A TR TR TR pr 3]
P (x) = Poa(2) 1p(4p)
O]
| VAIHTOEHTO 2 |
Tarkastellaan polynomin P, (z) yksittdisen termin derivaattaa. Kun k > 0,
niin
$k kxkfl kxkfl ‘,Ekfl
D —_— pu— = pu— .
Kl K k-(k—1)0 (k—1) 1p(3p)
Koska summan voi derivoida termeittéin, niin
O gl 2 L1
P =0+ — 4+ "=+ +...
W) =0 Gttt T
IO
12t 8l (n—1)!
= Ppa(z) 1p(4p)

c) Tiedetdan, etta

P!(x) = P,_1(z). (b-kohta)

n

Joten

Fu(x) = P, (x)

n

(2) = Ppa ()

=P,
xTL
Pa(@) = Pia) =

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit
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Epéayhtalo

|Pa(z) = Pp(2)] <107° [ Sij. (1)

<107% kunn=1,2,3,...ja0<z<1

n!

<10 kmnn=1,23...ja0<z<1  (2)
n.

Epéyhtélon (2) vasen puoli on annetulla valillda 0 < x < 1 suurin kaikilla
n, kun x = 1, joten (2) toteutuu kaikilla 0 < z < 1, kun

n

1
— <107% |- n!
n!

1<n!-107% | :107°°
n! > 10°.

Koska 9! = 362880 ja 10! = 3628800, niin tdma epayhtilo toteutuu
kokonaisluvuilla n > 9.

Vastaus: Pienin mahdollinen asteluku on n = 10. 1p(6p)

Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 18
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9. a) Olkoot a >0 ja
f(t) = ae™ ™,
kun ¢ > 0. Osoita, ettd funktio f(t) toteuttaa ehdon

| rwar=1.

jokaisella parametrin a arvolla. Téstéd seuraa, etta f(¢) on erdén jatku-
van todennékoisyysjakauman tiheysfunktio. Jakaumaa kutsutaan ekspo-
nenttijakaumaksi. Huom.: Pelkka laskin ei riita perusteluksi.

b) Eksponenttijakaumalla voidaan kuvata mm. perdkkaisten neutriinoha-
vaintojen vélistd aikaa. Eraalla havaintolaitteella perakkaisten havain-
tojen valiajan mediaani oli 46,90 minuuttia, eli puolessa tilastoiduista
tapauksista véliaika oli taté pienempi ja puolessa suurempi. Milla para-
metrin a arvolla tiheysfunktio f(t) kuvaa naitd mittaustuloksia?

Ratkaisu.
f(t) =ae ™, kun a > 0

a) Lasketaan epéoleellinen integraali.

o) M M
o . o . —at
/f(t)dt—ﬂ}gnm/f(t)dt_&@oo ae dt
0 0 0
M
= lim —/—ae_“t dt
M—o00
0
M
_ : _ —at
= — /e
0
. 1; _ ,—aM —a-0
= lim —e™" +e 1p(2p)
=1— lim e M
M—oc0
=1-0
=1
Siis .
/ ft)ydt =1 1p(3p)
0
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b) Olkoon ¢ aika minuutteina. Koska 46,90 minuuttia on véiliajan mediaani,
se tarkoittaa, etté

46,90 .
| a3 p(4p)
0
Ratkaistaan a:
| 880
- = / ae” " dt
2
0
1
5= 1 — ¢ 46:900 (laskimesta tai kuten a-kohdassa) 1p(5p)
o—46,90a _ 1
2
46,90a =1 1)
’ 2
In(271)
“7 246,90
—In2
a =
—46,90
In2 1
= ~ 0,01478 | —
= ge00 7 OMT (min) i)
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10. Juha yrittda todistaa seuraavan vaitteen: Jos positiivinen kokonaisluku on
jaollinen luvulla 3, niin se on jaollinen luvulla 6. Hin ehdottaa seuraavaa
todistusta:

Oletetaan, ettd a on jaollinen luvulla 6. Tall6in on olemassa koko-
naisluku b, jolle patee a = 6b. Nyt a = 3 - 2b. Siksi a on jaollinen
luvulla 3.

Osoita, ettd Juhan véite ei pida paikkaansa. Mika padttelyssid on vaarin?
Minka vaitteen Juhan péadttely todistaa?

Ratkaisu. Osoitetaan vastaesimerkilla, ettei Juhan véite pidé paikkaansa:

Luku 3 on positiivinen kokonaisluku, joka on jaollinen luvulla 3, mutta ei
luvulla 6.

Vastaesimerkiksi kay miké tahansa kolmella, mutta ei kahdella jaollinen lu-
ku. Tallaisia lukuja ovat luvut, jotka ovat muotoa 3+ 6n, jossa n € N, kuten
esimerkiksi 9, 15 ja 21. Yksi vastaesimerkki riittéa.

Vaite: "Jos A niin B” voidaan todistaa olettamalla A ja pédattelemélla B.
Juha on olettanut sen, mita pitaa paatella eli véitteen B, joka on "Luku a
on jaollinen kuudella.” Hénen olisi pitanyt olettaa, ettd positiivinen koko-
naisluku a on jaollinen kolmella ja yrittda péaatella siita, ettd a on jaollinen

kuudella.

Juha on todistanut vaitteen ”Jos kokonaisluku on jaollinen luvulla kuusi,
niin se on jaollinen luvulla 3.”
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11. Kolmiulotteisissa mallinnusohjelmissa kappaleet esitetaéan usein kolmioinnin
avulla. Télloin kappaleen pintaa kuvataan suurella méaaralla pienid kolmioi-
ta. Jotta voidaan selvittda, mika kappaleen kohta nékyy tietysté pisteesta
tiettyyn suuntaan, taytyy selvittda, mikd kolmio ensimméisenéd tulee vas-
taan, kun liikutaan katselupisteesta annettuun suuntaan. Vastaa seuraavaan
kysymykseen, joka liittyy tdhén ongelmaan:

Osuuko origosta vektorin § = i+j+k suuntaan lihtevé puolisuora kolmioon,
jonka karkien paikkavektorit ovat

a=3i+2j+4k
b=2i+3j +4k
¢=4i+ 35 +2k?

Oletetaan tunnetuksi, ettd kyseessé olevan kolmion pisteet ovat muotoa ca+
5b+757 kun «, 6a 72 0Ja0[+5+7: ]-

?b‘ 4 -1.“

A o
Y o :
Za AT gty
ST “_

Lahde: http://i.cs.hku.hk/~wchu/cgal manual/doc_html/cgal_
manual/Surface_mesher/segmented_head.png (luettu 25.9.2017)

Ratkaisu. Puolisuora osuu kolmioon, jos loytyy luvut ¢, o, B ja v, joille patee

ts = aa + b + e,

t,a, 8,720

misséa

ja patee
a+B+y=1 eli y=1—a-—p.

Sijoitetaan vektorit 3, @, b ja ¢:
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tii+7+k) = a(3i + 25 + 4k) + B(2i + 35 + 4k)

+ (1 —a— B)(4i + 35 + 2k) 1p(2p)
ti+tj+th=Ba+20+4—4a—4B)i+ 20 +33+3—3a—38))

+ (4o + 46 + 2 — 2a — 28)k
ti+tj+th=(—a—28+4) i+ (—a+3)j+ (2a+28+2)k

Koska komponentteihin jako on yksikésitteinen, tasta saadaan yhtaloryhma

t=—-a—26+14

t=—-a+3
t=2a+28+2 2p(4p)
Sijoitetaan t = —a + 3 kahteen muuhun yhtaloon.

—a+3=—a—-28+4
—a+3=2a+26+2

Ylemmasta yhtalostd saadaan f = % Sijoittamalla tdmé alempaan yhtdloon
saadaan yhtélo

—a+3=2a+3,
jonka ainoa ratkaisu on o = 0.
Siten
11
Koska ¢, a, 3, v > 0, niin puolisuora osuu kolmioon. 1p(6p)

Vastaus: Puolisuora osuu kolmioon.
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12. Tutkitaan funktiota f(x) = %m?’ ja sen kuvaajaa y = f(x).

a) Kopioi alla olevat koordinaatistot vastauspaperiisi ja piirrd niihin funk-
tion f(x) kuvaaja. Huomaa akselien merkinnét.

b) Laske f(2) ja (F~1)/(F(2).

1
c) Perustele graafisesti kaava (f~1)(f(z)) = @)’ kun x # 0.
x
777y
6,,
5,,
4,,
1 JL:L'
31 1
9| 2 |
1 1
1 2 3 2 3 4 5 6 7
Ratkaisu.
a)
x| 01]0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,9
y 1010,020...]0.166... | 0,5625 | 1,333... | 2,604 ... | 45 | 7,145 ...
R G- Lo : l ; ‘F e
»g_“é‘k i : //—f"
N —
k) \’/
17
y >
L vt
Laékis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - oppimateriaalit - etédkurssit 24



-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

1p(2p)
b) Derivoidaan funktio f. Saadaan
1
f(z) = gx?)
1 1
f(z) = . 3r? = §x2
Tasta saadaan ]
f@2)=5-22=2 1p(3p)
Kéytetdan sitten kadnteisfunktion derivointikaavaa. Saadaan
1\ B 1 B 1
! : —1 1
Vastaus: f'(2) =2 ja (f71) (f(2)) = 5
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¢) Funktion kuvaajan y = f(x) yhtdlon voi myos esittdd muodossa z =
f~H(y). Kdédnteisfunktion kuvaaja saadaan siis funktion kuvaajasta vaih-
tamalla koordinaattiakselit toisiinsa eli peilaamalla suoran y = x suh-
teen. Peilauksessa funktion kuvaajalle pisteeseen (z, f(z)) piirretty tan-
gentti kuvautuu kddnteisfunktion pisteeseen (f(x), z) piirretyksi tangen-
tiksi. 1p(5p)

Koska z # 0, niin f/(z) = z* # 0. Tangenttisuoran kulmakerroin on

A
fl(x) = A—y Peilatulla suoralla z- ja y-koordinaatit ovat toisin péin,
T

joten peilatun suoran kulmakerroin on

Az 1

A7y - 7() 1p(6p)

Alla olevaa kuvaa ei tarvita vastaukseen, mutta se voi helpottaa ratkai-
sun seuraamista.

N\
1Y%
- /
Y= £(x) P
/
/
/
/
/
/
b
(fx), X) x=f'(4)
A&(y 7
AX
s (x,fx))
// &%
£ ax

aQl Vv X
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13. Olkoon f(z) funktio, joka on madritelty valilld 0 < x < 12. Alla on esitetty
funktion

kuvaaja valilla 0 < x < 12. Arvioi kuvaajan perusteella

4
a) méadrdttya integraalia / f(t)dt
1

b) milla véleilld funktio f(z) on vakio
¢) milld véleilld funktio f(x) on aidosti viheneva.

Ratkaisu. Jotta tehtédvan b- ja c-kohdat olisivat mielekkaité, oletetaan etta f
on jatkuva viéleilld ]0, 2[, ]2, 3[, |3, 10 ja |10, 12[, jolloin nailld véleilla F'(z) =
/(@)

Lisaselitys: Oletus taytyy tehda tastd syystd: Funktion f integraalifunktio
ei muutu, vaikka funktion f arvoa yksittédisessé pisteessi muutettaisiin. Esi-
merkiksi valit, joilla funktio on vakio, muuttuisivat, jos funktion arvoa muu-
tetaan jossain sellaisen vélin pisteessd. Kun f on jatkuva, tiedetaén etté se
ei voi edes yksittaisissa pisteissa saada erisuuria arvoja niilla valeilla, joilla
f néayttaisi olevan vakio integraalifunktion F'(x) kuvaajan perusteella.

a) Huomataan, etti
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Siten
1
t)dt =F(4) — F(1
| foydt=F() = (1
—1- (1)
= 2.
4
Vastaus: Kuvaajan perusteella / f(t)dt =2. 1p(2p)
1

b) f(x) = F'(z) niilla véleilla, joilla f on jatkuva. Funktion derivaat-
ta on vakio tdsmaélleen niilla véleilla, joilla funktion kuvaaja on suora. {1p(3p)
Néilla valeilla jokaiseen pisteeseen piirretyn tangentin kulmakerroin on
suoran kulmakerroin eli sama. Siten f(z) on vakio niilla véleilld, joilla
F(z) on suora. Kuvaajan perusteella tallaisia ovat vélit |2, 3[, |3;4,5] ja

|10, 12] ja kaikki ndiden osavélit. 1p(4p)

c) Katsotaan kuvaajasta vilit, joilla f = F’ on aidosti vihenevé. Tarkas-
tellaan siis, missé funktion F' tangenttien kulmakertoimet laskevat, eli
etsitddn valeja, joilla funktion F' kuvaaja kaartuu alaspéin eli on kupera
ylospéin._Kuvaajan perusteella se on aidosti vahenevé vain valilla [6,9] { 1p(5p)

ja kaikilla tdman valin osavéleilla. 1p(6p)
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