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1. a) Ratkaise epayhtilo z? < 4.
b) Mitké luvut x € R toteuttavat molemmat epayhtilot 2% — 4z +3 < 0 ja
22 —4<0?

Ratkaisu.

2)

\ RATKAISUVAIHTOEHTO 1

Huomautus lukijalle: Téma on yleinen tapa ratkaista toisen asteen epéyh-
talo.

2 <4 s 2 —4<0
Halutaan siis ratkaista epayhtilé 2?2 — 4 < 0. Ratkaistaan funktion
f(x) = 2® — 4 nollakohdat.
°—4=0
22 =4

Funktion f(x) = x? — 4 nollakohdat ovat siis 2 ja —2. Funktion kuvaaja
on ylospéin aukeava paraabeli.

fla) =21

+ +

1p(2p)

Kuvaajasta ndhdaan, ettd f(z) <0, kun —2 < x < 2, joten epayhtélon
x? < 4 ratkaisu on —2 < z < 2. 1p(3p)
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\ RATKAISUVAIHTOEHTO 2 \

Funktion f(x) = z? kuvaaja on ylospiin aukeava paraabeli, jonka huippu
on kohdassa x = 0 ja joka kulkee pisteiden (2,4) ja (—2,4) kautta, silla

f(2) =2 =4
F(-2)= (-2 =4
Yy
fz) = 22
4 41
5 > !

1p(2p)
Kuvaajasta niahdéén, ettd 22 < 4, kun —2 < 2 < 2, joten epayhtilon
ratkaisu on —2 < x < 2. 1p(3p)
‘RATKAISUVAIHTOEHTO 3\

Epayhtalon molemmat puolet ovat positiiviset, joten voidaan ottaa ne-
liojuuri.

<4y

Va2 < V4
ol <2
—2<xr<2

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 2
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Epéayhtalon ratkaisu on —2 < x < 2. 2p(3p)

\ RATKAISUVAIHTOEHTO 4

2 <4 & 2 —4<0
Halutaan siis ratkaista epiyhtilo x> — 4 < 0. Ratkaistaan funktion
f(z) = x* — 4 nollakohdat.
2 —4=0
=4

Funktio on jatkuva, joten se voi vaihtaa merkkia vain nollakohdissaan.
Tehdéan merkkikaavio.

f(=3) = (=3°—=4 = 5>0
f(0) = 02—4 = -4<0
@) = 32-4 = 5>0
-2 2
f(x) + - +
1p(2p)
Epayhtalon ratkaisu on —2 < x < 2. 1p(3p)
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b)

Ratkaistaan epayhtalé 2?2 — 4z + 3 < 0. Selvitetdédn ensin funktion
f(z) = 2% — 42 + 3 nollakohdat.

22 —4r+3=0
—(—4) £ /(-4)2—4-1-3
B 2.1

X

4+ Y612
SR,
_4+2
T2
=241

rz=1 tai T =3 1p(4p)

Funktion f kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli.

y=x>—4r+3

+ +

—
w

Kuvaajasta nidhdéén, ettd 22 — 42 +3 <0, kun 1 <z < 3.
Luvut —2 < z < 2 toteuttavat epiyhtdlon 22 — 4 < 0. Niin ollen
luvut, jotka toteuttavat seka epayhtilon a2 —4x +3 < 0 ettd epayhtilon
22 — 4 < 0 kuuluvat valille 1 < z < 2. 1p(6p)

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 4
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1
a) Sievenné lauseke 152 + @, kun z # 0 ja x # —1.
b) Aseta luvut v/2, ¥/3 ja ¥/5 suuruusjérjestykseen ja perustele vastauksesi.
Ratkaisu.

2)

‘RATKAISUVAIHTOEHTO 1 \RATKAISUVAIHTOEHTO 2
1 x) 1 1+ 1 1+z) 1
+
T+z ' 1+1 vz 141
_ 1 L 1+1 1+z
_1+J‘+ ,<1+1> - N T 1
AT 1+ A+ (Q+2)(1+1)
11 : 1414 N 1+x
Y‘L z-ltz _1+x+%—l—%-x 1—|—%—|—$+x-%
i
= 1+ 1
Ttz o+l S S
1 T 24+, 24+z+
71+£Ij+1+[[ _1+%+1+l’
_l+a C 24a+1
14+ 2—|—ZL‘—|—l
=L 21+l
=1.

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit )
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‘RATKAISUVAIHTOEHTO 3\ ‘RATKAISUVAIHTOEHTO 4\
1 1
1 1 . 1+ 1+ i
1 1
1 1 = T
= — 1+2 1+ =
l+z 7+3 | -
_ b =1, =zt 1+ 1L
1 + z+1 T + T + T
z 1
1 x+1 p 1
= 1: v =z | 1 + 1
142 x S+ 1+
1 x 1 1
14z r+1 :1+l+1+l
_ 1 x 1y Ji ’
14z RE
=1 RS
=1 1p(3p)
b)
‘RATKAISUVAIHTOEHTO 1
Pohditaan lukujen v/3 ja /2 suuruusjirjestysta.
Kahdesta positiivisesta luvusta se on suurempi, jonka toinen potenssi on
suurempi. Samoin kahdesta positiivisesta luvusta se on suurempi, jonka
kolmas potenssi, tai vaikkapa kuudes potenssi, on suurempi. 1p(1p)
6 32 3
(V3)" = (v8)"" = |(¥8)'| =3 =9
6 2.3 2 3
(v2)' = (v)" = (V)] =2 =3 1p(20)
Koska 9 > 8, niin v/3 > v/2. 1p(3p)

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 6
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Pohditaan lukujen v/2 ja v/5 suuruusjérjestysta.

Kahdesta positiivisesta luvusta se on suurempi, jonka viides potenssi,
tai vaikkapa kymmenes potenssi, on suurempi.

Koska 32 > 25, niin V2 > /5.

Vastaus: v/5 < /2 < /3

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2 |

Virillisella tekstilla on naytetty idea, kuinka ratkaisun voi keksié, ja
mustalla tekstilla se mita tulee kirjoittaa vastauspaperiin.

Juurten arvoja ei pysty laskemaan ilman laskinta, mutta tehdaan aluk-
si asiantunteva arvaus suuruusjirjestyksisti. Arvataan, ettd /3 > /2.
Mahdollinen virhearvio ei tassa vaiheessa ole vaarallista, koska se pal-
jastuisi seuraavassa tarkastelussa.

Tutkitaan, mita siitd seuraisi, jos arvio on oikea. Korotetaan epayhtélon
molemmat puolet sopiviin potensseihin, jotta padsemme juurilausekkeis-
ta eroon.

V3> /2 e
3> 2 e )?

32> 93
9>8

Viimeinen véite 9 > 8 on ilmeisesti tosi, eli alussa tehty arvio v/3 > /2
vaikuttaisi olevan tosi.

Yleisesti véite on todistettu oikeaksi vasta sitten, kun on osoitettu, etté
todeksi tiedetyista asioista seuraa vaite. Kirjoitetaan todistus siis niin,
ettd aloitetaan todesta viitteestd 9 > 8 ja edetddn vastaavat vaiheet
kuin ylla, mutta toiseen suuntaan.

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 7
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Osoitetaan, ettd /3 > v/2.

9>28
3% > 23 I/~
3> 2 P
V3 >2

Siis v/3 > /2. 2p(5p)
Vastaavasti pohditaan lukujen v/5 ja /2 suuruusjirjestysta.

V2> 5 ()
2> /5 )P

2° > 52
32 > 25

Vaikuttaa silté, ettd /2 > /5. Muotoillaan vield formaali todistus. Aloi-
tetaan todeksi tiedetysté ja yritetdan paatya osoitettavaan véiitteeseen.

Osoitetaan, ettd /2 > /5.

32 > 25
2% > 52 Il
2> 5 /™
V2> /5

Siis v2 > /5.
Vastaus: v/5 < v/2 < /3 1p(6p)

Huom! Varilliset tekstit ovat liséselityksid, joita ei edellytetd vastauksessa.

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 8
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1

1
3. Laske integraalit a)/ dr ja b)/ 27l dz.
-1

19+
Ratkaisu.
a)
- 1
= /(1
J
=In|l+3|—In|-1+3|
=In(4) — In(2)
2
=In(2).
b)

\ RATKAISUVAIHTOEHTO 1

Funktio e?*l on y-akselin suhteen symmetrinen, joten

1 1
/62“| dx = 2/62”C dx
1 0

0
:2<1€21_1€2-0>
2 2
:2<1€2—1)

2 2
=21

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 9
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\ RATKAISUVAIHTOEHTO 2 \

1 0 L
/62\ml do — /62(—96) dz + /62”” dx 1p(4p)
—1 -1 0
0 1
:/e 2“”d:c+/62“””dx
-1 0

-/ C3) [ )
0

——e
2 2 2
11, 1, 1
5 T3¢ T3¢ — 3
2
=e -1 1p(6p)

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 10
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4. Ratkaise seuraavat yhtalot valilla [0, 27]:

a) sinx =1
b) f'(t) =0, kun f(t) = cos(t)
¢) sinz = (14 cosz)(1 — cosz).

Ratkaisu.
Huomautus lukijalle: Yksikkéympyra:

Y

A

(cosz,sinz)

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1 |

Yksikkoympyrasta nahdaédn, ettd sinx = 1, kun

x:g—i—an, n € 4,

5"

joten ainoa ratkaisu valilla [0, 27] on z = Z

Jos on osannut kirjoittaa yleisen ratkaisun (kaikki ratkaisut) muodossa
r = 5 +27mn, mutta ei ole osannut rajata niista kysytylle valille kuuluvaa
ratkaisua, saa 1p. Jos on loytanyt ratkaisun x = 7, muttei ole mistaan
péaatellyt, ettd se on ainoa ratkaisu kysytylla valilla, saa 1p.

Huomautus lukijalle: Yleista ratkaisua ei ollut valttamétonta esittéa,
vaan riitti, jos paatteli suoraan yksikkoympyrasta kaikki kysytylle vélille
kuuluvat ratkaisut.

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 11
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\ RATKAISUVAIHTOEHTO 2 \

Taulukkokirjasta saadaan, etta eras yhtalon sinz = 1 ratkaisu on xg =

:
Tiedetaan, etta kaikki ratkaisut saadaan seuraavasti.
T =29+ 2mn tai r=7—x9+2mn
T . s
x:§+27m tai :c:7r—§+27m
7 s
x:§+27rn tai r=—427n.

2

Ainoa néisté ratkaisuista, joka on vélilla [0, 27], on x =

3 1p(2p)
b)
| RATKAISUVAIHTOEHTO 1 |
Derivoidaan f(t).
f(t) = cost
f'(t) = —sint. 1p(3p)

Ratkaistaan kysytyt nollakohdat:

f(t)=0
—sint =0
sint = 0.

Yksikkoympyrasta nahdéan, etta ratkaisut ovat

t=mn, né€lZ,

joten valilla [0, 2] yhtalon ratkaisuja ovat t =0, t = 7 ja t = 27.

1p(4p)

Huomautus lukijalle: Yleisia ratkaisuja ei ollut valttamatonta esittaa,

vaan riitti, jos paatteli suoraan yksikkoympyrasta kaikki kysytylle vélille
kuuluvat ratkaisut.

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 12
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\ RATKAISUVAIHTOEHTO 2 \

Derivoidaan f(t).

f(t) = cost
f'(t) = —sint. 1p(3p)
Ratkaistaan kysytyt nollakohdat:
f'(t)=0
—sint =0
sint = 0.

Taulukkokirjasta saadaan, etté eras ratkaisu on xg = 0. Tiedetaén, etta
kaikki ratkaisut saadan seuraavasti:

xr=x9+ 21N tai T =T — T+ 21N
r=0+2mn tai r=7m—0+2mn
T = 21N tai T+ 2mn
Naista valilla [0, 27] ovat = 0, x = 7 ja x = 27. 1p(4p)

c) Sievennetdan yhtaloa:

sinz = (1 4 cos z)(1 — cos z)

Lisiselitys: Sievennetéin oikea puoli muistikaavalla (a+b)(a—b) = a?—b?
tai kertomalla sulut auki seuraavasti:

sinz=1%—1-cosz+1-cosz+ cosz- (—cosz)

sinz =1—cos®z

2 2

Tiedetadn, ettd sin? z + cos® z = 1, eli 1 — cos? z = sin? 2.
sin z = sin? z
sinz —sinz =0
sinz(sinz —1) =0
sinz =0 tai sinz—1=0
sinz =0 tai sin z = 1. 1p(5p)

Kohtien a ja b nojalla ratkaisut ovat siis 2 =0, 2 =7, 2 = 27 ja 2 = J._{1p(6p)

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 13
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5. Olkoot & = i+2j+3k ja v = —i—Tk vektoreita. Laske summa u+20, pistetulo
u - v seké vektoreiden u ja v vélisen kulman likiarvo asteen tarkkuudella.

Ratkaisu.
Lasketaan kysytty vektorien summa.

U+20=1i+2j+3k+2(—i—Tk)
=i+ 2j +3k—2i — 14k
=—i+2j— 11k

Jos summassa yksi kerroin on véarin ja kaksi on oikein, saa 1p.

Lasketaan kysytty pistetulo.
W-v=(i+2j+3k) (—i—Tk)
=1-(-1)+2-0+3-(=7)
=22 2p(4p)

Jos tekee pienen laskuvirheen, saa 1p.

Ratkaistaan vektorien valinen kulma «.

—22
cosq = 1p(5p)

VIZHZ 132 /(—1)2 + (-7)2
cosa = —0,83152. ..
a= £ 146,255...°
~ 146° 1p(6p)

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 14
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6. Suora y = kz sivuaa ympyrid (r —5)% + (y — 5)? = 1.

a) Méarita kulmakertoimen k kaikki mahdolliset arvot.
b) Maéaritd suurempaa kulmakerrointa vastaavan sivuamispisteen koordi-
naatit.

Ratkaisu.

\ RATKAISUVAIHTOEHTO 1

a) Ympyrin
(z—5)°+(y—5)7*=1

keskipiste on (5,5) ja sidde on 1. Suora y = kx on yleisessd muodossa
kx —1-y+ 0 = 0 ja se sivuaa kyseista ympyrid, jos suoran etiisyys

ympyrén keskipisteestd on ympyrian siteen pituinen.
k51540 ™
= 1p(2p

k2 + (_1)2

|5k — 5
=1 | - VE2+1
k2 +1 |

Slk— 1] = V&2 + 1

Molemmat puolet ovat epanegatiivisia, joten voidaan korottaa toiseen.

(5lk—1))? =k +1
25(k — 1) =k*+1 1p(3p)

Y1la olevan yhtalon voi ratkaista suoraan laskimella, tai kasin sieventéen,
kuten alla.

25(k* =2k +1)=k* + 1
25k% — 50k + 25 = k* + 1
24k* — 50k +24=0 | :2
12k% — 25k 4+ 12= 0.

Toisen asteen yhtéalon ratkaisukaavalla saadaan.

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 15
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—(—25) + \/(_25)2 —4-12-12

k=
2-12
4

Vastaus: Mahdolliset kulmakertoimen arvot ovat k = % tai k = %. 1p(4p)

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2|

Suoran y = kx ja ympyran
(z—5°+(y—57=1

sivuamispiste saadaan, kun ratkaistaan niiden leikkauspisteet ja etsitdan
sellainen k:n arvo, jolla leikkauspisteitd on tdsmélleen yksi.

Sijoitetaan y = kz ympyran yhtaloon.
(x =52+ (kx —5)* =1
x® — 10z + 25 + k*2® — 10kx + 25 = 1
(k* +1)2* — 10(k + 1)z + 49 = 0. 1p(2p)

Leikkauspisteita 10ytyy tasmélleen yksi, kun diskriminantti on nolla.
Ratkaistaan k.

D=0
(—10(k +1))* —4- (k> +1)-49 =0 1p(3p)

Y1la olevan yhtalon voi ratkaista suoraan laskimella tai kasin, kuten alla.

100(k+1)*> —4-49(k* +1)=0 | :4
25(k + 1) —49(k* +1)= 0
25(k* 42k + 1) —49(k* + 1) =0
25k* 4 50k + 25 — 49k* — 49 =0
—24Kk* + 50k —24=0 | : (-2)
12k* — 25k + 12 = 0.

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 16
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Toisen asteen yhtélon ratkaisukaavalla saadaan:

C—(-25) £ /(-25)2 —4-12-12

k
2-12
2£7
k= ———
24
4 3
k= § tai k= Z__l 1p(4p)

3

Vastaus: Mahdolliset kulmakertoimen arvot ovat k = % tai k =

~

b) Suurempi kulmakerroin on k = %. Sijoitetaan ympyran yhtaloon y = %x.

4 2
(x—5)°+ <§x — 5) =1 1p(5p)

Y1l4 olevan yhtalon voi ratkaista suoraan laskimella tai kisin, kuten alla.

2 2 4 \? 4 2
x“—2-x-5+5 +<3x> —2-—x-5+5°=1

3
16 40
x2—10x+25+§x2— ?x+25: 1
25 70

§x2—§x+49:0 |9

2522 — 2102 + 441 =0

Toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla:

—(=210) + ¢(f210)2 —4.25-441

xTr =

225
21
r=—.
5
Lasketaan y-koordinaatti:
4 4 21 28
== — :L‘ = = — = —,
YT3TT3E TS
Vastaus: Sivuamispisteen koordinaatit ovat = = % jay = %. 1p(6p)
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7. TSernobylin vuoden 1986 ydinvoimalaonnettomuuden jélkeen radioaktiivis-
ta cesium-137-isotooppia levisi suureen osaan Eurooppaa ja myo6s Suomeen.
Koska tédman isotoopin puoliintumisaika on 30 vuotta, niin tietylle alueel-
le laskeutuneen isotoopin maéaréa oli puoliintunut vuoteen 2016 mennessa.
Oletetaan, etta tietylle alueelle laskeutuneen isotoopin maara oli yy vuonna

1986.

a) Maarita alueen cesium-137-isotoopin méérad kuvaavassa funktiossa

y(t) = yoe ™

esiintyva vakio k, kun muuttujana ¢ on aika vuosina alkaen vuodesta
1986.

b) Mina vuonna kyseistd isotooppia on alueella jéljelld endd 10 % vuoden
1986 maarasta?

¢) Kuinka suurella nopeudella kyseisen isotoopin méaérd viahenee alueella
40 vuotta onnettomuuden jalkeen? Anna vastaus yksikkéna yo/vuosi.

Ratkaisu.
a) Tiedetdén, etta y(30) = yo/2. Ratkaistaan k:

y(t) = yoe ™
y(go) — yoe—k~30
Yo k30
X e
|
5= ¢

Ylla olevan yhtalon voi ratkaista suoraan laskimella tai kasin, kuten alla.

In (;) — 30k || (—30)

30 : lp(2p)

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 18
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b) Ratkaistaan ¢, kun y(t) = 0,1y,.

In(2)
0,lyg = yge~ 2 '__|[ In() 1p(3p)

Ylla olevan yhtalon voi ratkaista suoraan laskimella tai kasin, kuten alla.

In(0,1) = —h;(s) - (-i&)

_In(0,1)
 In(2)
t =99,657... (vuotta)

- 30

Néin ollen jos onnettomuus tapahtui vuoden 1986 alussa, isotooppia on
jaljella 10% hetkella

1986 4 99,65 ... = 2085,65. .. (vuotta)

ja jos onnettomuus tapahtui vuoden 1986 lopussa, isotooppia on jaljella
10% hetkella

1987 + 99,65 ... = 2086,65 . .. (vuotta),

joten isotooppia on jaljella 10% vuonna 2085 tai 2086. 1p(4p)

Huomautus lukijalle: Riippuen siitd, missa vaiheessa vuotta 1986 onnet-
tomuus tapahtui, isotoopin méaéra saattoi alittaa 10% joko vuonna 2085
tai 2086. Jos sattuu muistamaan, ettd onnettomuus tapahtui 26.4.1986,
laskun tulokseksi tuli, ettd maara alitti 10% juuri ja juuri vuoden 2085
puolella, mutta tata ei voi vaatia muistettavan matematiikan kokeessa.
Paras vastaus oli siis, etta isotoopin maéra alitti 10% joko vuonna 2085
tai vuonna 2086, mutta jos vastasi kumman tahansa néista vuosista, se
luultavasti hyviaksytaén.

c) Kyseessé on siis funktion y(¢) derivaatta vuoden ¢t = 40 kohdalla. Deri-
voidaan y(t).

y(t) = yoe ™

y'(t) = —kyoe ™. 1p(5p)
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Lasketaan y'(40).

/(40) - 30 Yo
In(2) 4w
() = D) e

Y (40) = —0,00916.. .. - yq
Y (40) ~ —0,0092 - g

Vastaus: Isotoopin méaré vahenee 40 vuotta onnettomuuden jalkeen

nopeudella 0,0092 y,/ vuosi. 1p(6p)
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8. Yksikkéympyran kehédn pituus on 27. Arvioi tdtd lukua approksimoimal-
la ympyréda sen sisdan piirretylla sadnnolliselld kuusikulmiolla ja laskemalla
kuusikulmion piirin pituus. Muodosta toinen arvio saannéllisen 12-kulmion
avulla ja méaarita kummankin approksimaation suhteellinen virhe vertaamal-
la tuloksia laskimen antamaan luvun 27 likiarvoon.

O C

Ratkaisu.
Selvitetdaan yksikkdympyrén sisaén piirretyn sddnnollisen kuusikulmion si-

vun pituus.
1
«
1 /

Kuusikulmio jakaa 360° keskuskulman kuuteen yhtd suureen osaan, joten

360°
S
“T 7%

Y14 olevaan kuvaan piirretty kolmio on tasakylkinen, joten kaksi muuta
kulmaa ovat keskenédan yhté suuret. Kolmion kulmien summa on 180°, joten

niiden suuruus on siis . .
180° — 60

= 60°.
2
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Kolmio on siis tasasivuinen, joten myos kuusikulmion sivun pituus on 1.

Néin ollen kuusikulmion piirin pituus on 6.
Lasketaan suhteellinen virhe:
2m — 6
S = 0.0450.... & 45%. 10(D)

‘RATKAISUVAIHTOEHTO 1: 12-KULMIO

Lasketaan seuraavaksi yksikkoympyran sisdanpiirretyn saannollisen 12-kulmion

piiri.

Saannollinen 12-kulmio jakaa 360° keskuskulman 12 yhtd suureen osaan,

joten

360° o
6 = 12 = 30°. 1p(3p)
Ratkaistaan sivun pituus x kosinilauseella:
2 41 2 o
=1 +1—=2-1-1cos(30°) 1p(4p)
3
?=2-2. \2[
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Huomautus lukijalle: Varilliselld merkityt valivaiheet voi tehdé késin tai lo-

pullisen lausekkeen voi saada suoraan laskimesta.

Néin ollen yksikkdympyran sisdan piirretyn sdannollisen 12-kulmion piiri on

12y/2 — V3.
Lasketaan suhteellinen virhe:

o —12¢/2 — V3
T V3 _ 0,01138... ~ 1,1%.

2T

‘RATKAISUVAIHTOEHTO 2: 12-KULM10\

Lasketaan seuraavaksi yksikkOympyréan sisdanpiirretyn sdannollisen 12-kulmion

piiri.

1—y

Lasketaan y ylla olevasta kuvasta Pythagoraan lauseella.

1 2
- ()

2
, 1
1=y*+ -
Yty
, 3
2—7
!
_ V3
y=5

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit
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Huomautus lukijalle: Varillisella merkityt valivaiheet voi tehda késin tai lo-
pullisen lausekkeen voi saada suoraan laskimesta.

Néin ollen siis

V3 2-3
l—y=1-——= .
2 2
Lasketaan x Pythagoraan lauseella pienemmasta suorakulmaisesta kolmios-

ta.

R (;)2 + <2 _2\/§>2 1p(4p)

Y1l4 olevan yhtalon voi ratkaista suoraan laskimella tai kasin, kuten alla.

1 (2—+/3)?
a1, 2=V
4 4
2o 1+ (2= V3)
4
2
£2:1+22—2-2-\/§+\/§
4
x2:1+4—4\/§+3
4
SMLELE

Néin ollen yksikkdympyran sisdan piirretyn sdannollisen 12-kulmion piiri on

12y/2 - V3. 1p(5p)

Lasketaan suhteellinen virhe:

o —12¢/2 — V/3
T V3 _ 0,01138... ~ 1,1%.

21

1p(6p)
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9. Weibullin (A, k)-jakauman avulla voidaan kuvata mm. maantiepélyn hiuk-
kasten kokoa. Tutkitaan tapausta A = 1, jolloin jakauman tiheysfunktio
maaritelladn kaavalla

w(t, k) = kt* e,

kun ¢ > 0 ja k > 0. Weibullin kertyméfunktio méaritellaan kaavalla

Wz, k) = /Oxw(t, k) dt.

a) Méaarita tl_i}r& w(t, k) vakion k eri arvoilla.
b) Maaritd kertyméfunktion W (x, k) lauseke, kun = > 0.

Ratkaisu.

a) Tarkastellaan ensin eksponenttifunktion et kayttaytymisté.

Kun k£ > 0,
lim t* =0,
t—0+
joten
k
lim e" =¢" = 1.
t—0+4

Tarkastellaan sitten funktion t*~! kiyttaytymistd eri k:n arvoilla.

Kun 0 < k < 1,
1
. k—1 _ 1: _
tl—lgi = tl—%}r 1=k oo
Kun k =1,
lim t*1 = lim 1 =
t—0+ t—0+
Kun k£ > 1,
lim ¢! = 0.
t—0+
Néin ollen siis
tl—if(ﬂ ktk=le—t" = 0o, kun0<k<1
tl_i)r& kthle=t —k= 1, kank=1 1p(2p)
tl_i}lg}r kth—le=t" = 0, kunk > 1. 1p(3p)
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b) Huomautus lukijalle: Derivoidaan et

ik ik

De " =et D(—th) =" —kthT! = s

Taman avulla saadaan integroitua w(t, k).

Maaritetaan kertymafunktion lauseke:

W(x, k) = /mw(t, k) dt

— / ktk=le=t" dt
0

T

= —/—ktk_le_tk dt

0
€T
_ —th
=—/¢€ 2p(5p)
0
_ .k
=1l-e" 1p(6p)
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10. Téassa tehtavassa on kaytossa kaksi mittakeppid seka kynd, jolla voi tehda
merkintoja. Tarkoituksena on mitata keppien avulla pituuksia. Silmaméaa-
raisia arvioita ei sallita.

a) Voidaanko 5 metrin ja 3 metrin keppien avulla mitata 4 metrin pituus?
(1p.)

b) Voidaanko 10 metrin ja 6 metrin keppien avulla mitata 7 metrin pituus?
(1p.)

c) Maarita ne positiiviset kokonaisluvut k, joilla on seuraava ominaisuus:
2k metrin ja k4 1 metrin pituisten keppien avulla voidaan mitata k + 2
metrin pituus. (4 p.)

Ratkaisu.

Huomautus lukijalle: Téssa ratkaisussa on tehty oletus, ettd mittakeppeja
voidaan laittaa perakkain ja padllekkain suoralle kynélla tehtavia merkintojé
apuna kayttaen siten, etta saadaan mitattua mika hyvansa niiden pituuksien
monikertojen summan tai erotuksen pituinen etaisyys.

a)

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1 |

5 metrin mittakepin pituuden avulla voidaan mitata ensin 10 metrin pi-
tuus, silld 10 metria on kaksi kertaa 5 metria. Sitten tastd pituudesta
voidaan vahentaéd kaksi kertaa 3 metrin mittakepin pituus, jolloin saa-
daan

10m—2-3m=4m,

eli 5 metrin ja 3 metrin mittakepeilld voidaan mitata 4 metrin pituus.

\ RATKAISUVAIHTOEHTO 2 \

Jos 5 metrin mittakepin pituudesta vahentad 3 metrin mittakepin pi-
tuuden, saadaan 2 metrin pituus, eli 5 metrin ja 3 metrin mittakepeilla
voidaan mitata 2 metrin pituus. 4 metrin pituus on kaksi kertaa 2 metrin
pituus, joten niilld voidaan mitata myos 2 metrin pituus.

\ RATKAISUVAIHTOEHTO 3

5 metrin ja 3 metrin mittakepeilld voidaan mitata 4 metrin pituus, jos
ja vain jos yhtalolla
on+3m=4
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on olemassa ratkaisu, missé n ja m ovat kokonaislukuja.

Luvut 5 ja 3 ovat alkulukuja, joten niiden suurin yhteinen tekija on 1.
Néin ollen luku 4 on lukujen 5 ja 3 suurimman yhteisen tekijan moniker-
ta, joten tiedetdan, ettd Diofantoksen yhtalolla 5n+43m = 4 on olemassa
ratkaisu, ja néin ollen 4 metrin pituus voidaan siis mitata 5 metrin ja 3

metrin mittakepeilla.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 4 |

Jos b metrin mittakepin pituudesta vihentaéd 3 metrin mittakepin pituu-
den, saadaan 2 metrin pituus. Tamén ja 3 metrin kepin pituuden erotus
on yksi metri. Vahentamalld viiden metrin kepin pituudesta metri saa-
daan mitattua 4 metrin pituus.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1 |

Huomataan, etta
10n + 6m = 2(5n + 3m),

joka on parillinen luku kaikilla kokonaisluvuilla n ja m,

joten koska luku 7 on pariton luku, yhtalolla 10n 4+ 6m = 7 ei ole koko-
naislukuratkaisuja, ja néin ollen 10 metrin ja 6 metrin mittakepeilla ei

voida mitata 7 metrin pituutta. 1p(2p)

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2|

10 metrin ja 6 metrin mittakepeilld voidaan mitata 7 metrin pituus, jos
ja vain jos yhtéalolla
10n +6m =7

on olemassa ratkaisu, missé n ja m ovat kokonaislukuja. Lukujen 10 =

5-2ja 6 =3 -2 suurin yhteinen tekija on 2.

Luku 7 ei ole luvun 2 monikerta, joten tiedetddn, ettd Diofantoksen
yhtalolla 10n + 6m = 7 ei ole ratkaisua, ja néin ollen 10 metrin ja 6

metrin mittakepeilla ei voida mitata 7 metrin pituutta. 1p(2p)

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 28



-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1

Jos 2k metrin ja k£ + 1 metrin pituisten keppien avulla voidaan mitata
k + 2 metrin pituus, yhtalolla

2kn+ (k+1)m=Fk+2

on olemassa ratkaisu, missa n ja m ovat kokonaislukuja. Talloin taytyy
olla, ettd k + 2 on lukujen 2k ja k 4 1 suurimman yhteisen tekijan mo-
nikerta. Lahdetdan ratkaisemaan lukujen 2k ja k£ + 1 suurinta yhteista
tekijaa Eukleideen algoritmilla.

2k=1-(k+1)+ k-1
E+1=1-(k—1)+2 (1)

Vaihtoehto 1: Jos k on pariton, luku & — 1 on parillinen, ja Eukleideen
algoritmi jatkuu yhtélosta (1) seuraavasti:
k—1
k—1=——-2+0
2 +5

jolloin lukujen 2k ja k + 1 suurin yhteinen tekija on siis 2. Toisaalta jos
luku £ on pariton, luku k& + 2 on my0s pariton, joten se ei ole lukujen 2k
ja k4 1 suurimman yhteisen tekijan 2 monikerta, jolloin tiedetaéan, etta
diofantoksen yhtélolla 2kn + (k + 1)m = k + 2 ei ole ratkaisuja. 2p(4p)

Vaihtoehto 2: Jos k on parillinen, luku £ — 1 on pariton, ja Eukleideen
algoritmi jatkuu yhtalostd (1) seuraavasti:
k—2
k—1=——-2+1
2 +h

eli lukujen 2k ja k41 suurin yhteinen tekija on siis 1. Télloin luku &+ 2
on joka tapauksessa lukujen 2k ja k + 1 suurimman yhteisen tekijan 1
monikerta, joten tiedetdén, ettd Diofantoksen yhtélolle 2kn+ (k+1)m =
k + 2 loytyy ratkaisu. 2p(6p)

Vastaus: Nain ollen siis 2k metrin ja k + 1 metrin pituisten keppien

avulla voidaan mitata k 4+ 2 metrin pituus kaikilla parillisilla

positiivisilla kokonaisluvuilla £.
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\ RATKAISUVAIHTOEHTO 2 \

Etsitdan ensin ratkaisuja, kun & on parillinen, eli £ = 2n. Talloin siis
2k =4n, k+1=2n+1jak+2=2n+2 = 2(n+ 1), joten saadaan
taysin otsalla

2k+1)—2k=2 ||-(n+1)
m+1)(2(k+1) —2k)=2(n+1)
2(n+1)-(k+1)—(n+1) -2k =k + 2,

joten kun k on parillinen, 10ytyy aina sellainen kokonaisluku n = g, etta
kun mitataan ensin 2(n + 1) kertaa k + 1 metrin mittakepilla ja sitten
vahennetdaan siitd n + 1 kertaa 2k metrin mittakepin pituus, saadaan
k + 2 metrié. 2p(4p)

Etsitdan sitten ratkaisuja, kun £ on pariton, eli k = 2n — 1. Talloin siis
2k =2(2n—1) ja k+1 = 2n ovat molemmat parillisia lukuja. Néin ollen
mika tahansa pituus, joka mitataan niiden monikertojen summana tai
erotuksena, on myos parillinen luku. Luku k£ 4+ 2 = 2n 4+ 1 on pariton
luku, joten 2k metrin ja k+1 metrin pituisilla kepeillé ei voi mitata k—+2
metrin pituutta milladn parittomalla positiivisella kokonaisluvulla k. 2p(6p)

Vastaus: Nain ollen siis 2k metrin ja k + 1 metrin pituisten keppien

avulla voidaan mitata k 4+ 2 metrin pituus kaikilla parillisilla

positiivisilla kokonaisluvuilla £.
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11. Alla olevien kuvioiden kaksi tilannetta ovat syntyneet erdan abiturientin har-
joitellessa dynaamisen matematiikkaohjelman kéyttod. Tehtdvana on auttaa
hanta vieméan tarkastelu loppuun molemmissa tapauksissa.

a) Mitd ympyraan liittyvda lausetta abiturientti tutkii kuvassa 17 Kirjoita
lause mahdollisimman tasméllisid termeja kayttamalla. (1 p.)

b) Abiturientti tarkastelee kuvassa 2 nékyvin kolmion merkillistd pistet-
td P. Mika tamé piste on? Minké pisteeseen P liittyvin geometrisen
ominaisuuden abiturientti todentaa, jos hén piirtda ympyréan, jonka kes-
kipisteend on P ja jonka sidde on sopivan mittainen. (1 p.)

c) Perustele joko a-kohdan lause, kun pisteet A, M ja C' ovat samalla
suoralla, tai b-kohdan ominaisuus. (4 p.)

C
/A

A B

o =5318 3 =106,36° a=4376° | 3 =4376°

Kuva 1. Kuva 2.

Ratkaisu.

a) Abiturientti tutkii kehdkulmalausetta, jonka mukaan kehdkulma a on
puolet samaa kaarta vastaavasta keskuskulmasta f.

b) Abiturientin tarkastelema piste P on kolmion kulmanpuolittajien leik-
kauspiste. Piste P on kolmion sisdan piirretyn ympyran keskipiste. 1p(2p)
Huomautus lukijalle: Kolmion sisaén piirretty ympyra tarkoittaa sellais-
ta ympyrad, joka sivuaa jokaista kolmion sivua, eli juuri ja juuri mahtuu
kolmion sisélle.

c) HUOM! Tehtavissa pyydettiin perustelemaan vain toinen lauseista a
tai b. Téssa on esitetty perustelu kumpaankin.
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‘ PERUSTELU A-KOHDAN LAUSEESEEN‘

Piirretadn kuva tilanteesta, kun A, M ja C' ovat samalla suoralla.

=Y

Janat AM ja BM ovat ympyrén sateitd, joten AM = BM. Siten kolmio
ABM on tasakylkinen ja sen kantakulmat ovat yhtdsuuret. Merkitdan
kantakulmaa muuttujalla ~. 1p(3p)

Janat C'M ja BM ovat ympyrin séteitéd, joten CM = BM. Siten kol-
mio M BC' on tasakylkinen ja sen kantakulmat ovat yhtasuuret. Siten

A

B

Kolmion kulmien summa on 180°, joten kolmiossa ABM

B+ 2y = 180°

2y = 180° — 3 (1)

Kolmiossa ABC' taas

vy+v+a+a=180°
20 = 180° — 2y
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Sijoitetaan viimeiseen yhtéloon lauseke (1).

20 = 180° — (180° — 3)
20 = 180° — 180° + 3
2 = | :2

1
a=3p 1p(6p)

PERUSTELU 1 B-KOHDAN LAUSEESEEN‘

Piirretaan kolmiolle kaksi kulmanpuolittajaa ja niiden leikkauspiste P.

C

A B
Ph

Kuvaan on merkitty pisteen P etaisyys kolmion kustakin sivusta. Etai-
syydet on merkitty janoilla DP, EP ja F'P. 1p(3p)

Tiedetédan, ettéd jokainen kulmanpuolittajan piste on yhta etdalla kulman
kyljistd. Nain ollen DP = E'P ja toisaalta F'P = DP. Siten kaikki ndma
janat ovat yhta pitkia, eli DP = EP = F'P. 1p(4p)

Jos nyt piirretaén ympyra, jonka keskipiste on P ja siade DP, kulkee
ympyra kaikkien pisteiden D, E ja F' kautta, koska DP = EP = FP.
Piste P on siis kolmion sisdan piirretyn ympyran keskipiste. 2p(6p)

Huomautus lukijalle: Alla olevaa kuvaa ei vaadita ratkaisussa, mutta
kolmion sisaén piirretty ympyra nayttaisi talta.
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| PERUSTELU 2 B-KOHDAN LAUSEESEEN |

Piirretdan kolmion sisaén ympyra, joka sivuaa kolmion jokaista sivua.

B

N C

Piirretdédn ympyrén siateet kolmion sivuille AB ja BC, ja piirretdédn jana
pisteestd B ympyran keskipisteen 1api kolmion sivulle AC'.

B

1p(3p)
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Kolmiot ODB ja OEB ovat molemmat suorakulmaiset ja niilld on yh-
teinen sivu OB ja keskenddn yhté pitkédt (ympyran siateet) sivut OD ja
OFE, joten ne ovat keskendén yhteneviét. 1p(4p)

Néin ollen kulma OBE on yhta suuri kuin kulma DBO, joten kolmion
sisaén piirretyn ympyran keskipiste on kolmion kulmanpuolittajalla. 1p(5p)

Samalla paattelylla voidaan osoittaa, ettd kolmion sisdan piirretyn ym-
pyran keskipiste on myos kahdella muulla kolmion kulmanpuolittajalla.
Taten kaikki kulmanpuolittajat leikkaavat samassa pisteessd, ja tdméa
piste on kolmion sisdanpiirretyn ympyran leikkauspiste. 1p(6p)
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12. Digitaalikellossa numerot nollasta yhdekséan esitetdén numeron 8 muotoon
asetettujen seitseman LED-valon avulla (ks. kuva 1).

a) Kuinka monta eri merkkié ledeilld voidaan esittdé, jos merkiltd vaadi-
taan, ettd se on yhtendinen (kuten kuvissa 1 ja 2) ja etté ainakin yksi
LED-valo palaa? (4 p.)

b) Kuinka suurella todennikoisyydelld merkki on yhtendinen, jos kukin
LED-valo on paélla toisista valoista riippumatta todennékoisyydellé 0,57
(Tyhja merkki, jossa mikéaén valo ei pala, tulkitaan yhtendiseksi.) (2 p.)

D
Kuva 1: I?I'Wa 2: ‘ Kuva 3:
Kaikki 7 LED-valoa Yhtendinen merkki Epéyhtenainen merkki

Ratkaisu.

a)

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1 |

ol rrJucrrg b

L —

ol
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Y1I& olevassa kaaviossa on esitetty kaikki vaihtoehdot, jossa vihintaan
yksi LED palaa ja merkki on yhtenainen. Kaaviota tulkitaan nain:

o Paksu viiva tarkoittaa, ettd LED-valo palaa. Tyhja tai ohut viiva
tarkoittaa, ettd LED ei pala.

o Ylimmalla rivilla on esitetty kaikki 15 tapaa, joilla ylimmat nelja
LED:ia voivat palaa sadntojen mukaisesti.

o Kunkin ylimman rivin vaihtoehdon alla on esitetty vaihtoehdot, mil-
laisen kuvion kolme alinta LED:ia voivat talloin muodostaa siten,
ettd merkki on edelleen yhtendinen.

» Kaavioon on nimetty kuviojoukot A, B ja C. Ne toistuvat seuraa-
vissa sarakkeissa ja kuvioita ei ole talloin piirretty uudestaan, vaan
on vain kirjoitettu, mika kuviojoukko (A, B tai C) kyseiseen sarak-
keeseen kuuluu.

Kuviojoukossa A on 4 eri kuviota, joukossa B on 7 kuviota ja joukossa
C on 4 kuviota. Lasketaan kaikkien kuvioiden yhteismaéra.

o FEnsimmaisessi sarakkeessa on 1 kuvio.

o Kuviojoukko A 16ytyy kahdesta sarakkeesta, eli nédissid on yhteensé
2 -4 = 8 kuviota.

o Kuviojoukko B loytyy kahdeksasta sarakkeesta, eli néissa on yh-
teenséd 8 - 7 = 56 kuviota.

o Kuviojoukko C loytyy kahdesta sarakkeesta, eli néissé on yhteensé
2 -4 = 8 kuviota.
o Kolmanneksi viimeisessa sarakkeessa on 1 kuvio.

o Viimeisessi sarakkeessa on 6 kuviota.

Saantojen mukaisia kuvioita on yhteensa 1 4+ 8 +56 +8 + 1+ 6 = 80.

Vastaus: Yhtenaisia merkkeja, joissa ainakin 1 ledi palaa, on 80 erﬂaistaw

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2 |

Led-valoja on yhteensa n = 7 kappaletta, joten kaikkiaan k:n palavan
ledin yhdistelmia on siis
n
()

kappaletta, joista kaikki tai vain osa on yhtendisia riippuen luvusta k.
Lasketaan yhtenaisten merkkien mééra erikseen kullekin k € {1,2,...,7}.
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k = 7: Kun kaikki ledit palavat, merkkeja on vain N; = 1 ja se on
yhtenainen.

k = 6: Kun kuusi ledia palaa, merkkeja on

7
Nfi: <6> :77

ja ne ovat kaikki yhtenaisia, koska vain yksi ledi ei pala ja kukin ledi on
yhteydessa vahintaédn kahteen muuhun lediin.

k = 5: Kun viisi ledia palaa, merkkeja on

M= (1) ==
5

Ainoastaan ylin ja alin ledi ovat yhteydessé vain kahteen muuhun lediin,
joten ainoat ei-yhtenaiset merkit ovat sellaiset, missd joko molemmat
ylempéan lediin yhteydessa olevat ledit eivéit pala tai molemmat alim-
paan ledin yhteydessa olevat ledit eivat pala, eli ei-yhtenaisid merkkeja
on 2 kappaletta.

Yhtenéisia merkkeja on siis tassa tapauksessa

Ny —2=21—-2=19.

k = 4: Kun nelja ledié palaa, merkkeja on

7

Ylin ledi on yhteydessa kahteen lediin, joten jos nama kaksi ledia eivat
pala, ja lisdksi jokin neljasté jaljelle jaavasta keskenaén yhteydessé ole-
vasta ledista ei pala, merkki ei ole yhtenéinen, koska ylin ledi on erilladn
alhaalla olevista kuvan mukaisesti.
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=k

Vastaavat symmetriset nelja vaihtoehtoa loytyvat, jos alin ledi jaa eril-
leen muista, joten 10ytyy siis yhteensd 8 merkkia, jotka eivat ole yhte-
naisia, koska joko ylin tai alin ledi jaavét erilleen.

Naiden lisdksi kumpikin vasemmanpuoleisista ja kumpikin oikeanpuo-
leisista ledeistda ovat jokainen yhteydessa tasmalleen kolmeen muuhun
lediin, joten jos juuri ndma kolme muuta ledié eivat pala, kyseinen ledi
jéa erilleen muista ja merkki ei ole yhtendinen. Téllaisia ei-yhtenaisia
merkkeja on siis 4 kappaletta.

Keskimmainen ledi on yhteydessé neljaén lediin, joten se ei voi olla eril-
laan muista ledeisté, jos vain kolme ledié ei pala.

Ylla luetellut 44444 = 12 vaihtoehtoa ovat kaikki ei-yhtenéiset kuviot,
joissa tasmalleen yksi palava ledi jaa erilleen muista. On olemassa myos
ei-yhtenaisia merkkejé, joissa kuvio jakautuu kahteen erilliseen osaan,
joissa on molemmissa kaksi palavaa ledia yhteydessé toisiinsa. Téllaisia
ovat
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Niité on siis yhteensa 3 kappaletta.

Néin ollen tapauksesssa k = 4 on yhteenséa 1243 = 15 vaihtoehtoa, joissa
merkki ei ole yhtenédinen. Yhtenaisid merkkejé on siis téssa tapauksessa

N, — 12 =35—15 = 20. 1p(2p)

k = 3: Yhtenaisia kolmen ledin merkkeja, joihin kuuluu alin ledi, on 5
kappaletta.

Cu3d

Vastaavasti yhtenaisia kolmen ledin merkkeja, joihin kuuluu ylin ledi, on
myo6s symmetrisesti samanlaiset 5 kappaletta kuin ylla olevassa kuvassa.
Tamaén lisaksi yhtenaisia merkkeja, joihin ei kuulu alin eika ylin ledi, on
6 kappaletta.

————
——
omp—
———— -
m—

Yhtenaisia merkkeja on siis téssa tapauksessa yhteensa

5+5+6=16.

k = 2: Yhtendisid kahden ledin merkkeja, joihin kuuluu alin ledi, on
2 kappaletta, ja vastaavasti yhtenaisia kahden ledin merkkejé, joihin
kuluuu ylin ledi, on myo6s 2 kappaletta. Yhtenaisia kahden ledin merk-
keja, joihin kuuluu keskimmaéinen ledi, on 4 kappaletta. Jéljelle jaavat
enda ne yhtenéiset kahden ledin merkit, joihin eivit kuulu ylin, alin eiké
keskimmaéinen ledi. Niitd on 2 kappaletta: toiseen kuuluvat molemmat
vasemmanpuoleiset ledit ja toiseen molemmat oikeanpuoleiset ledit.
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Yhtenaisia merkkeja on siis tassa tapauksessa yhteensa

2+2+4+2=10.

k = 1: Kun yksi ledi palaa, merkkeja on

N1:7a

ja ne ovat kaikki yhtenaisia. 1p(3p)

Kaikkiaan yhtenaisia merkkeja voidaan siis esittaé

1+7+19+20+ 16+ 10+ 7 = 80.

Vastaus: Yhtenéisia merkkejé, joissa ainakin 1 ledi palaa, on 80 erﬂaistaw

b) Jos kukin ledi on keskendén yhté suurella todennékoisyydelld 0,5 paélla,
talloin minka tahansa yhdistelmén todennakoisyys on

P(jokin tietty yhdistelmé) = 0,57,

eli jokaisen yhdistelmén todennakdisyys on keskenddn sama. Todenné-
koisyys on siis suotuisten alkeistapauksien maara jaettuna kaikkien al-
keistapausten madralld. Suotuisia alkeistapauksia on a-kohdan nojalla

N (suotuisat) = 80 + 1 = 81,

silla niihin kuuluvat kaikki a-kohdan yhtenaiset merkit ja lisdksi tyhja
merkki, jossa yksikdan ledi ei pala. Kaikkiaan alkeistapauksia on

N (kaikki) = 2" = 128, 1p(5p)
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silla kullekin seitsemasta ledisté on kaksi vaihtoehtoa: paalla tai ei. Nain
ollen todennakoisyys, ettd merkki on yhtenéinen, on

N (suotuisat)
N (kaikki)
8l

= — = 28 ...~ .
198 0,6328 63,3%

P(satunnainen merkki on yhtenéinen) =

Vastaus: Satunnainen merkki on yhtenédinen todennékoisyydella

81

128

Huomautus lukijalle: Kun tehtévan ratkaisua lahtee tutkimaan, huomaa mel-
ko nopeasti, ettda kuvioiden méaaran laskemiseksi on vaikea keksia mitaan ele-
ganttia kombinatoriikkaan perustuvaa kaavaa. Kun paadyt itse téallaiseen ti-
lanteeseen tehtavin kanssa, kannattaa aina seuraavaksi tarkistaa olisiko niin
sanottu "brute force” ratkaisu ongelmaan. Eli voiko tehd& niin, ettd tutkii
ja luettelee kaikki mahdolliset vaihtoehdot vaikka yksi kerrallaan.

Néytossa on 7 LED-valoa, joista kukin voi olla joko péalld tai pois. Nain
ollen niytolla voi esittad 27 = 128 erilaista kuviota (kaikki niistd eivit ole
vaatimusten mukaisia). 128 kpl on vield kohtuullinen mééré vaihtoehtoja,
vaikka ne joutuisi kdyméan yksi kerrallaan lapi.

Tyon ja virheiden minimoimiseksi kannattaa silti viela hetki pysahtya ajat-
telemaan, voisiko tyon maarda jotenkin vihentda. Esim. ratkaisuvaihtoeh-
dossa 1 teimme niin, ettd tutkimme ensin kaikki 2* = 16 eri vaihtoehtoa,
miten nelja ylinta LED:ia voivat palaa sdantojé rikkomatta. Sitten luette-
limme kunkin vaihtoehdon alle, kuinka monella eri tavalla jaljelle jaavat 3
LED:ié voidaan asettaa palamaan saantoja rikkomatta. Valistuneesti saattoi
arvata, etta sielta saattaa loytya jotain toistuvia kuvioita, niin kuin kavikin,
ja tyon maara viaheni sen ansiosta.

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etdkurssit 42



-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

13. a) Maarita sellainen vakion a tarkka arvo, ettd yhtalolld z2 = a + Inx on
tasmaélleen yksi ratkaisu = > 0. (2 p.)

b) Edellinen kohta voidaan yleistdd korvaamalla x? kasvavalla funktiolla
f(z), jolle patee f”(x) > 0 kaikilla > 0. Osoita, ettd on olemassa yk-
sikdsitteinen vakion a arvo, jolla yhtalolla f(z) = a+Inz on tdsmélleen
yksi ratkaisu = > 0. (4 p.)

Ratkaisu.

a) Yhtilon 22 = a + In(z) ratkaisut x > 0 ovat samat kuin funktion g(z) =
z? —In(z) — a nollakohdat = > 0. Tarkastellaan siis vain positiivisia z:n
arvoja. Derivoidaan funtio g:

1

!
— oy — .
g (x) =2z .

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

g'(z) =0
1
20— —=0
xXr

Y1la olevan yhtalon voi ratkaista suoraan laskimella tai kasin, kuten alla.

20 =

Do
N =8|~

r= 1+t — (=0,707)

Funktion ¢ derivaatalla on siis vain yksi nollakohta positiivisilla x:n ar-
voilla. Selvitetdan derivaatan arvot nollakohdan eri puolilla ja tehdaan
kulkukaavio.

1
05)=2-05— — =—-1<0
g'(0,5) 505

1
g)=2-1-7=1>0.

Kulkukaavio:
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Néin ollen funktiolla f on positiivisilla z:n arvoilla minimi kohdassa

joten funktiolla f on tdsmélleen yksi nollakohta sellaisella a:n arvolla,

jolla
1
/ (&) =0

)
(o) ()

Y14 olevan yhtalon voi ratkaista suoraan laskimella tai kasin, kuten alla.

Ratkaistaan tasté a:

1 1
5—111(2 2>—a:0
1 1
§+§111(2>—a:()
1+1
+n(2)_a:0
2
1+ 1In(2
o + In(2)

Vastaus: Yhtélolla 22 = a + In(z) on tasmélleen yksi ratkaisu = > 0,

14+ In(2
kun a = 2() 1p(2p)

OLETUS: Funktio f on kasvava ja f”(x) > 0 kaikilla z > 0.

VAITE: On olemassa sellainen a € R, ettd yhtilolla f(x) = a+In(z) on
tédsmaélleen yksi ratkaisu x > 0.
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TODISTUS: Yhtalon f(x) = a + In(z) ratkaisut z > 0 on samat kuin
funktion h(z) = f(z)—In(x) — a nollakohdat = > 0. Derivoidaan funktio
h kahdesti:
1
h/ — ! _ =
(1) = )~

() = () + .

Toinen derivaatta h”(z) on siis positiivinen kaikilla 2 > 0, koska & > 0
ja oletuksen mukaan f”(x) > 0. Néin ollen derivaattafunktio 2'(x) on siis
aidosti kasvava kaikilla x > 0, joten silld on jatkuvana ja derivoituvana

funktiona korkeintaan yksi nollakohta. 1p(3p)

Oletuksen nojalla f on kasvava ja f”(x) > 0, joten f’(x) on aidosti
kasvava ja f’(x) > 0. Nyt koska

. 1
lim — =
x—0+
o1
lim — =0,
T—r00 x

tasta seuraa, etta riittavan pienilld z on

1
() — =<0
flw) =
ja riittavan suurilla
1
() = =>0
fla) =~ >0,
joten jatkuvalla derivaattafunktiolla h’(x) on olemassa nollakohta. 1p(4p)

Néin ollen derivaattafunktiolla h'(x) on siis tasmélleen yksi nollakohta
Zp, jonka vasemmalla puolella se on negatiivinen ja oikealla puolella se
on positiivinen. Piirretddn funktion h(x) kulkukaavio.

0 Zo

W(x) — | +
N

Néin ollen funktiolla & on olemassa minimi h(zg) € R. 1p(5p)
Nyt jos h(xg) = 0, xg on funktion h ainoa nollakohta. Ratkaistaan a.
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h(l‘g) =0
f(zo) —In(zg) —a =0
a= f(xg) — In(xg).

Loytyy siis a = f(zg) — In(zo) € R, jolle yhtédlolla f(z) = a + In(z) on
tasmalleen yksi ratkaisu x > 0. L1 {1p(6p)
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